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PROPRIETÀ LETTERARIA 



Torino, 1873. — Tip. G. TI. Paravia e C. 


PREFAZIONE. 


Atnplìssim* et pulcberrima scienti* flgu* 
rarum. At quam est ioepte sortita nomea 
Oeuroetrim ( 

NtcoDSMua FaiscuMNfS in Dialogo primo. 

Perspectiva methodus. qui nec inter iaventas 
nac inter inveoeu possibile* alla compeadiosior 
esse videtiir. . . 

B. Pàscsl in Ut. ad Aead. Parit. 1054. 

Ds Tenìain scriptii, quorum non gloria nobis 

Causa, sed utilità* officiumque lUit. 

OvtDtus in Fastis, HI, 9. 


Questo libro non è stato scritto per coloro che hanno 
r alta missione di promuovere la scienza ; eglino non ci 
troverebbero alcuna novità, nò di dottrine, nè di metodi. 
Le proposizioni sono tutte di vecchia data, tanto che per 
non poclie bisognerebbe risalire ai geometri della piti re- 
mota antichità; e cia.scuno potrà rintracciarle in Euclidk 
(285 a. C.), in Apollonio di Perga (247 a. C.), in Pappo 
d’ Alessandria (4’ sec. d. C.), in Desaroues di Lione (1593- 
1662), in Pascal (1623-1662), in Delahire (1640-1718), 
in Newton (1642-1727), in Maclaurin (1698-1746), in 
J. H. Lambert (1728-1777),... Le teorie ed i metodi, che 
di queste proposizioni fanno un insieme omogeneo ed armo- 
nico, soglion essere detti moderni, perchè creati o perfe- 
zionati da geometri più vicini a noi, come Carnot, Brian- 
CHON, PoNCELET, MòBius, Steiner, Chasles, Staudt...: le 
opere de’ quali però vennero in luce dentro la prima metà 
del nostro secolo. 

Diffondere nelle scuole italiane la cognizione di queste 
peregrine ed utUi teorie: ecco tutto lo scopo del mio lavorò. 
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Ma non si creda che in Italia non siansi già fatti lodevoli 
sforzi per tener dietro ai progressi della scienza geometrica. 

G. Bella-Vitis è stato, se non erro, il primo che li addi- 
tasse alla gioventh studiosa, col suo Saggio di geometria , 

derivata f‘), che fu poi seguito da molti altri scritti ; ed a 
Napoli, N. Trudi (’j risolveva i quesiti di un celebre pro- 
gramma « destinato a promuovere e comparare i metodi | 

per Tinvenzione* geometrica >. Nel 1854, s*era già introdotto 
nell^università di Pavia un corso di geometria superiore, e 
la cattedra ne fu poi istituita, a proposta del professore 
Brioschi, anche presso le altre nostre maggiori università, 
quando T Italia ebbe riconquistata la sua indipendenza poli- 
tica (®). Chi scrive queste pagine insegnò per sei anni la 
stessa scienza a Bologna , e ne applicò i metodi alla geo- 
metria descrittiva (*) ; più tardi, trasferito all’Istituto tecnico 
superiore di Milano, e invitato dal direttore sig. Brioschi a 
darvi un corso di statica grafica, volle far prima, a modo 
di necessaria preparazione, un buon numero di lezioni sulla 
geometria di posizione, o geometria projettiva (*). 

I 

I 

, ! 
{’) Nuovi Saggi deirAccademia di Padova, voi. 4“ (1838), p. 243-288. j 

(*) Prodiixioni relative al programma di tre quistìoni geometriche ^ proposto dal '■ 

prof. V. Flauti nell'aprile 1839 (Napoli, 1840-41). i 

Cito in via d’esempio Belt-avitis e Tauor, ma non intondo escludere che | 

altri in Italia siasi occupato di geometria projettiva sino da quel tempo. Anzi 
chieggo venia (in d’ora pei nomi che avrò dimenticato: creda il benevolo | 

lettore che non Io faccio con intenzione; e d’altronde non mi propongo af- 
fatto di dare un sunto storico dei progressi della scienza, nemmeno limita- 
tamente all'Italia. 

(*) .A Napoli sali su quella cattedra il Battaglini, del quale tutti conoscono 
l’ingegno e l’operosità. Perchè qucU’illustre e doviziosa città ha lasciato par- i 

tire di là il valente professore?... ' 

(q Seguendo un concetto già balenato ad altri: veggasi Bsll.aVitis, Lesioni ' 

di geometria descrittiva (Padova 1851). Ad un concetto analogo 6 informata l'ec- 
cellente opera del prof. Fiedi.kr, Die darslelleruìe Geometrie 1871), della 

quale si sta ora pubblicando a Firenze una traduzione, italiana, per cura dei ^ 

signori E. Padova e A. Sayno, ad uso delle scuole politecniche. 

(*) Per appunto come a Zurigo il sig. Beve faceva un corso di Geometrie i 

der Lage^ per preparare gli studenti di quella scuola politecnica ad udire le 
azioni del prof. Culmann, il creatore della statica grafica. 
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E cosi s’è ottenuto che ogni anno una grossa schiera di 
giovani fosse addestrata ai metodi moderni e ne apprendesse 
l’uso nelle varie parti del disegno tecnico. 

Ma ciò non doveva bastare. Tanta è la semplicità di questi 
metodi che, mentre hanno in sè una grandissima fecondità 
di risultati e di applicazioni, nessuna parte delle matema- 
tiche offre maggiore agevolezza ad essere apj>resa, e do- 
manda minor corredo di cognizioni preliminari. A persua- 
dersi di ciò, basti considerare che Staudt potè scrivere la sua 
Geometrie der Lage (1847) senza presupporre alcuna no- 
zione di geometria elementare ; che se questo libro eccellente 
non ebbe maggior diffusione, può darsene colpa all’assoluta 
mancanza di figure illustrative ed allo stile soverchiamente 
arido e stringato. Lo stesso pensiero mosse altri scrittori (*), 
i quali, dopo avere stabilito i concetti fondamentali di spazio, 
superficie, linea, punto, retta e piano, misero innanzi a di- 
rittura quelli della collineazione e della reciprocità. E 
forse accadrà che di qui balzi fuori in un giorno non lon- 
tano la soluzione del problema dell’insegnamento elementare 
della geometria : allora, ma (s’io non erro) allora soltanto, 
noi avremo qualcosa che meriti d’ essere sostituita al me- 
todo euclideo, l’introduzione del quale ne’ nostri licei fu cosi 
vivamente e ingiustamente oppugnata (’). 


(') Per es. E. MOller nei suoi Elemenle der Geometrie streng syslematisch dar- 
galelll tBraunsch'Weiff 1869l. 

(*) La smania di biasimare ogni atto del governo trasse anche persone ri- 
spettabili a stampare rose stravaganti e false intorno agli ordini scolastici 
deiringhilterra. Cotesti appassionati censori non vollero riconoscere il sommo 
bencBcio che la riforma del 1867 ha recato, cioè quello di toglier via certi pes- 
simi libri da molti licei del regno; non posero mente a ciò, che la libertà 
didattica concessa ai nostri professori e il sistema degli esami levano alla 
riforma ogni carattere di tirannia, e rendono assurdo il paragone colle scuole 
inglesi ; finalmente non ci seppero mai dire qual metodo, idoneo a raggiun- 
gere ì fini dell' istruzione secondaria classica, sarebbe da adottarsi in luogo 
dell'euclideo. - Taccio di quelle critiche che furono inspirate da basso inte- 
resse o da livori di parte: si tentò, ma invano, di gettare fango sui nomi 
degli uomini più insigni per meriti scientifici e per virtù pubbliche # private. 
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Cotesta naturale facilitA delle dottrine costituenti la geo- 
metria proiettiva, facilità che le rende atte ad entrare negli 
elementi della scienza, venne si bene compresa, che in 
ogni paese sorsero uomini autorevoli a chiedere che fossero 
ammesse nei quadri ^elle materie scolastiche. Pih special- 
mente nella dotta ed operosa Germania si vedono ogni dì 
venire in luce nuovi libri, che espongono la geometria pro- 
iettiva o da sè 0 insieme colla geometria ordinaria, sotto 
forma man mano più semplice, più elementare, più acces- 
sibile agli ingegni anche mediocri : i quali libri , perchè 
destinati ai ginnasi ed alle scuole reali, mostrano come la 
neuere Geometrie sempre più guadagni terreno nell’ istru- 
zione secondaria. Opere siffatte, benché con intenti meno 
definiti , sono state pubblicate anche in Inghilterra ed in 
Francia. 

A cotal movimento non poteva rimanere indiiferentc 
l’Italia e non rimase: anzi, fra noi, più prontamente che 
altrove, i provvedimenti governativi risposero ai voti degli 
uomini di scienza. Nel 1871, essendosi deliberata dal Mini- 
stero dell’agricoltura, del commercio e dell’industria una 
radicale riforma degli i.stituti tecnici, che da esso dipendono, 
ed un’ importante sezione de’ quali è volta a preparare la 
gioventù che più tardi entrerà nelle scuole politecniche, 
la geometria projettiva è stata risolutamente innestata ne’ 
programmi del secondo biennio; e fu anche prescritto che 
ai metodi di essa s’informi la geometria descrittiva. Quanto 
bene ridonderà alle scuole da questo provvedimento, pur- 
ché sia attuato con sincerità e con perseveranza, può irna- 
ginarselo chiunque voglia riflettere ai presenti bisogni dcl- 
r istruzione politecnica. La vigorosa e nutritiva educazione 
geometrica, che i giovanetti riceveranno per tal modo ne- 
gl’istituti tecnici, centuplicherà refficacia delle discipline ap- 
plicative a cui dovranno attendere nelle scuole superiori, e 
allora il nostro ordinamento scolastico per la formazione degli 
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ingegneri’ potrà ben reggere il confronto colle migliori isti- 
tuzioni straniere. E non crediamo troppo superbo il pre- 
sagio che altri Stati abbiano a seguire il nostro esempio 
in quest’ ardita innovazione. 

Se non che, il nuovo programma resterebbe forse lettera 
morta, ove a docenti ed a scolari non si apprestasse un op- 
portuno libro di testo. Indiscreta pretesa sarebbe stata quella 
di voler rimandare tutt’i professori degl’istituti tecnici, spe- 
cialmente coloro cui mancò sin qui l’occasione d’erudirsi in 
coteste materie, alle fonti straniere : ma ove pure ciò pa- 
resse ragionevole, non sarebbesi provveduto ai discenti, i 
quali, privi d’un testo, si vedrebbero costretti a spendere 
in faticose, imperfette e spesso sterili redazioni di sunti quel 
tempo che assai piti fruttuosamente può essere volto allo 
studio cd alle esercitazioni grafiche. 

' Fare un libro elementare, un libro che schiettamente si 
adatti alle scuole, è cosa difficilissima e che richiede molto 
e molto tempo. Per chi vive di scienza, tale impresa è piena 
di dubbi, di sacrifizi e di amarezze: per mesi e mesi, ed 
anche per anni, dovrete lasciar da canto i pih cari studi, 
chiùdere negli scaffali e nascoiidere a voi stesso i libri più 
nuovi e più curiosi , mettervi a litigare coll’ abbicci della 
scienza; fare, disfare e rifare il vostro lavoro, tre, quattro 
volte, insomma .sciupare il meglio delle vostre forze. Se riu- 
scite, gloria non ne avrete ; già non la speravate nemmeno, 
chè a sifiatte fatiche altri non ci si sobbarca che per beneficio 
altrui. Di lucro non se ne parla ; in Italia non accade sempre 
che un libro non pessimo trovi fortuna ; sibbene, potete star 
certo che da qualche parte usciranno voci ad accusarvi- di 
basso traffico. 

Incredibile ma vero. Per afi’rontare simili casi senza per- 
dervi la quiete dell’animo, bisognerebbe possedere un petto 
di bronzo; e non a tutti fu dato. Cosi avviene che bene spesso 
chi ha la coscienza di poter fare un libro utile noi fa. 
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Siccome però io mi soii masso dentro a cotesta penosa 
impresa, cosi debbo dirne le ragioni. Quel libro che sopra 
ho dimostrato esser necessario perchè si possano attuare i 
nuovi programmi, pensai che toccasse a me di farlo; a 
me che di questi studi sempre feci Toccupazione mia pre- 
diletta, che sempre cercai di promuoverne la diffusione nella 
scuola e cogli scritti, e che vivamente desiderai la riforma 
che testé il governo ha provvidamente decretata. 

Ecco adunque dond’ è nato questo libro, ch’io dedico 
ai professori degli istituti tecnici, particolarmente ai gio- 
vani che hanno fedo nel moto progressivo della scienza. 
Esso non ha punto la pretesa di passare per un lavoro ori- 
ginale ; ad altro non aspira che ad essere considerato come 
un trattato elementare, scritto a bella posta per le scuole ita- 
liane e propriamente nell’intento di rispondere al nuovo pro- 
gramma di geometria pel primo corso del secondo biennio 
degli istituti tecnici. A questo terrà dietro un altro volume, 
che conterrà le materie assegnate al secondo corso. 

Diversi nomi erano stati dati a quell’insieme di dottrine 
geometriche di cui qui si pongono i primi fondamenti. Non 
mi piacque accogliere quello di geometria superiore ('G'éo- 
métrie siipérieure, hóherc Geometrie), perchè in sostanza 
ciò che una volta potè parere elevato, ora è divenuto ele- 
mentarissimo ; nè quello di geometria moderna (neuere 
Geometrie, modern Geometry), che esprime del pari un con- 
cetto puramente relativo; e d’ altronde la materia è in gran 
parte vecchia, sebbene i metodi si possano considerare come 
recenti. Anche il titolo di geometria di posizione (Geo- 
metrie der Lage) nel senso di Staudt (‘j non mi parve 


(') Eijnivalenta ii qtipllo di deii'hptiv Genmflry di Oavlev {S'xth mrmnir upon 
quanUrs nello Transazioni lilosofiche della Società reale di Londra, Ì8à9, p. 

Giiiri'éiri' l'e p siHnii nel ^en3o di Carnot corrisponde ad un concetto affatto 
diverso da qiiel'o ch’io dovevo esprimete in testa al mio libro Non fo men- 
alone d’altri nomi, come Géemélrte sc^imtnleire e argon srht Geometrt, i quali 
si riferiscono a noziuui troppo particolari, almeno secondo il mio modo di 
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me^o conveniente', 'per ciò ohe -esso.' esclude la considé-^ 
razione .delle proprietà "metriche delle figure; Ho invece 
preferito quello di geometria projettiva col quale vo-: 
cabolo si enuncia la vera natura de^ metodi i che essenzial- 
mente sì fóndano sulla proiezione centrale’ o prospettiva; 
tanto pit che il: ■ sommo Poncelet," il. quale' de’ metodi ' 
moderni può dirsi il principal creatore, intitolò il suo libro 
immortale Traité des propriétés projectiven des figures 
( 1822 j. ■ . - ^ ; r : ^ • : r-- ' 

• La nomenclatura usata nei testo è la medesima che 
accettai da molti anni così nelle mie lezioni pubbliche, come 
in qualche scritto dato alle stampe. Essa non è propria esclu- 
sivamente di una sola e determinata scuola; pigliando un 
vocabolo da Steiner ed un altro da Poncelet o da Cil4.sles, 
cercai di preferire quelli che mi parvero meglio corrispondenti 
ai concetti e piU facili a trasportarsi nella nostra lingua: del 
resto ho rigorosamente rispettato tutte quelle denominazioni 
che già sono entrate nell’ uso generale degli scrittori (*j,. 

Nello svolgimento della materia non mi sono attenuto 
esclusivam<mte a questo o a quell’autore; ma da tutti ho 

vedere. Al contrario la denominazione di geomelria tlerimUì del Bbllavitis ab- 
bniccia un campo .issai più vasto di quello che io ho preso a considerare. 

(’) Cfr. Klein, Ueher die sogenunnte Hicht-EukUdische Geotnelrie (Nachrichten di 
(lOltinga, 30 agosto 1871). 

(*) Per cs. seguo Steineh Dell’uso delle voci projettivo e prospetti voj 
prendo l’omologia da Po.ncelbt; la punteggiata e ia stella da Bel- 
LAviTis, però quest'ultima in un significato diverso, cioè come equivalente <il 
Slrafilenbundel, non già al Slrahlenbiischel dei tedeschi; preferisco il rapporto 
anarmonico di Chasles al doppio- rapporto di Mònius o Steiner; ecc. 
Adopero l’espressione forma geometrica per designare una serio d’elementi 
della stessa natura (punti, rette o piani), come V EfemenUirgebì Ide di Staudt; 
forme geometriche fondamentali sono le Grundgcbilile di Steiner, che 
si distinguono in tre specie o gradi (Slufeìi). Chasles chiama doppi gli 
elementi che coincidono coi loro corrispondenti, cosi nell’involuzione, come 
nelle forme projettivo sovrapposte (div/sions homographiques sur une 
rnéine droite) in generale; invece io amo meglio seguire l’esempio di coloro 
ohe mettono qui una distinzione: e- ritenuta la voce doppi pel' primo' caso, 
dico uniti nel secondo. Ho usato la denominazione di figure correlative 
nel senso di Chasles, non già in quello di Carnot. 

'♦ Grrvona, Elem; di Geom. projell 
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tolto quanto mi parve acconoio al mio scopo, ch’era di 
fare un libro assolutamente elementare e tecnico, acces- 
sibile anche a coloro i quali altra conoscenza non posseggono 
ohe delle primissime cose della geometria ordinaria. Avrei 
potuto, imitando Staudt, fare a dirittura astrazione da 
qualsiasi corredo di nozioni preparatorie; ma in tal caso 
il mio lavoro si sarebbe allungato di troppo, e non avrei 
pih potuto adattarlo agli scolari degli istituti tecnici, i 
quali debbono aver già nel primo biennio studiato i soliti 
elementi di matematica. Però non tutta la geometria tra- 
dizionale è necessaria a intendere il mio libro; basteranno 
le poche proposizioni fondamentali sul cerchio e sui trian- 
goli simili. 

Il libro, ho detto, doveva avere un carattere tecnico, 
doveva cioè condurre prontamente gli seolari ad applicare 
le cognizioni teoriche al disegno. Perciò diedi maggior 
rilievo alle proprietà grafiche che non alle metriche; mi 
attenni ai procedimenti della Geomrtrte der Lage di 
Staupt , più spesso che a quelli della Géoìnétrie supé- 
rieure di Chaslks (*) ; senza per altro volere del tutto 
escluse le relazioni metriche, il che avrebbe nociuto ad altri 
fini pratici dell’insegnamento (’). Introdussi adunque l’im- 
portante nozione del rapporto anarmonico e, per mezzo 
di essa e delle poche proposizioni di geometria ordinaria 
sopra menzionate, mi fu ben facile stabilire le più utili 
proprietà metriche, che o appartengono alle projettive o 
con esse vanno intimamente collegate. 

Mi sono giovato della projezione centrale per deter- 
minare il concetto degli elementi a distanza infinita; 
e, dietro l’esempio di Steiner e di Staudt, ho posto la 
legge di dualità a dirittura sul cominciar del libro, come 

(') l'fr. Rsyb, Gfomtlrif dir Lage (Hannover 1866), p. xi delU prefarlone. 

(•) Cfr Zech, Die hS'terc Geometrie in ihrer Anu-endung auf KcgiUchniUe und 
Flàehin ew.-iler OrJnung (Stuttgart 1857), prefazione. 
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uo fatto libico che scaturisce immediato e spontaneo dalla 
possibilità di costruire lo spazio (a tre dimensioni^ coll’ele- 
mento -punto 0 coir elemento -piano. Gli enunciati e le 
dimostrazioni che si corrispondono in virth di quella legge 
si trovano bene spesso collocati in doppia colonna ; ma 
qualche volta ho tralasciato questa disposizione, per dare oc- 
casione agli scolari di esercitarsi a dedurre da un teorema il 
correlativo di quello. Non vi è nulla in geometria, giustamente 
osserva il prof. Reyk nella prefazione al suo libro, che cosi 
accenda i principianti e li stimoli a fare da sè, come il prin- 
cipio di dualità; quindi importa sommamente di darne loro 
la cognizione quanto più presto è possibile, e di abituarli 
ad usarne con sicurezza. 

L’ordine delle materie da me seguito è uno de’ molti 
possibili a escogitarsi da chi voglia esporle in un corso di 
lezioni ; io confido però d’es.ser pervenuto a fare un libro 
che possa servire anche a chi ami tenere altro ordine dal 
mio. Darò qualche esempio. Fin dal principio io alterno 
senza distinzione i teoremi della geometria piana con quelli 
della solida, giacché l’esperienza ra’ha insegnato, o altri (') lo 
aveva già osservato , che le considerazioni stereometriche 
suggeriscono bene spesso il modo di rendere facile ed intuitivo 
ciò che in geometria piana sarebbe complicato e di malage- 
vole dimostrazione: di più, esse acuiscono l’intelletto e aiu- 
tano lo svolgimento di quella imaginativa geometrica che è 
qualità essenziale all’ingegnere, perchè ei possa pensare le 
figure nello spazio anche senza il sussidio di un disegno o 
di un modello. Ma il maestro potrebbe credere opportuno 
di attenersi strettamente, almeno sul principio, alla geo- 
metria piana; e in tal caso egli potrà senza danno saltar 
oltre parecchi numeri (*j del libro ed esporli più tardi. — 

(’) Beli.avitis, Soglio di Geometria derivala, p. 247. — Cha8i.e«, Aprrm hitlo~ 
rigue sur l'origine et le développemenl dee mélhodee en Qéomélr,e, eie. (BruxellM 
1839), p. 191. 

(•) .N' 19, 20, 28, 29, 31, 32, M, 42,... 
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l6 definisco le, cóniché come proiezioni del cerchio, e dopo 
aver dimostrato per questa curva due teoremi fondamen- 
tali (*), li trasporto alle coniche e quindi svolgo per esse 
tutta la teoria de’ poligoni inscritti e circoscritti e quella 
de’poli e delle polari, senza piti curarmi del caso speciale 
del cerchio. Ma si potrebbe invece da quelle due propo- 
sizioni fondamentali dedurre i teoremi di Pascal, di Brian- 
CHON e di Desaroues pel cerchio, non che la teoria dei 
poli; e poscia, mediante la prqjezione od omologia, applicare 
tutto ciò alle coniche. 

' Ma su questo punto è inutile spendere altre parole. 
Oia.scun docente, tosto che abbia fatta propria la materia, 
vedrà da sè come gli convenga distribuirla; ed anzi avverrà 
che d’anno in anno vada rimutando il modo di coordinazione, 
secondo i risultati della propria esperienza. 

Non tutti i numeri del mio libro sono ugualmente impor- 
tanti 0 necessari in un coi-so di lezioni. 11 maestro sagace 
s’accorgei-à facilmente che poche sono le proposizioni fon- 
damentali, le sole il cui enunciato debba essere ritenuto a 
memoria ; tutto il resto consta di corollari, casi particolari 
ed esercizi. Pi-a questi v’ha dunque una grande libertà di 
scelta ; alcuni potranno essere trattati nella scuola , altri 
nei còmpiti domestici ; bisognerà, e questo è ciò che som- 
mamente importa , che ogni giorno gli scolari facciano 
deduzioni e soluzioni da sè; non si costringano alla sola 
parte passiva dello ascoltare e ripetere le cose dette dal 
maestro , ma si facciano concorrere attivamente allo svol- 
gimento di cose nuove; in questo modo e non altrimenti 
si l'iuscirà ad accendere in essi 1’ amore allo studio ed a 
rendei'li padroni dei fecondissimi metwli della geometiàa 
projettiva. Si badi infine, che ai ragionamenti teorici per 
la dimostrazione dei teoremi e la deduzione dei corollari 
vada sempre compagna l’esecuzione grafica del risolvere i 

(■) N‘ 108, 110. 
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problemi ; potendosi qui ripetere ciò che Monoe raccoman- 
dava per la geometria descrittiva (*). 

I trattati magistrali (ii Ponoelet, di Steiner, di Chasles 
e di Staudt (*j sono quelli ai quali maggiormente debbo 
professarmi debitore, sia perchè in essi fanno i loro primi 
studi tutti coloro che si danno alla geometria, sia perchè 
da essi ho preso, oltre alla sostanza de' metodi, le dimostra- 
zioni di molti teoremi e le soluzioni de'problemi. Ma insieme 
con . quelli ebbi a consultare anche le opere di Apollonio, 
di Pappo , di Desargues , di Delahire , di Newton , di 
Maclaurin, di Lambert, di Carnot, di Brianchon, di 
Mòbius , di Bbllavitis , ... e le più recenti di Zech , di 
Gaskin, di Witzschel, di Townsend, di Rete, di Poudra, 
di Fiedler, . . . 

Per non accrescermi le difficoltà già abbastanza gravi 
dell'impresa a cui ho posto mano, mi sono astenuto dallo 
impormi l'obbligo di continue citazioni dalle quali appa- 
rissero o tutte le fonti cui attinsi, o tutti i primi e veri 
autori delle singole proposizioni o teorie. Mi si perdoni 
adunque, se talvolta la fonte citata non è la primitiva (*j 
0 se tal' altra la citazione manca affatto. Le mie citazioni 
sono scarse; e per mezzo di esse ho avuto precipuamente 

e) .... Il est nécessaire, polir le cours de géomélrie dMcriplive. qiie lapra- 
tiqiie et l'éxécution soient jointes à randiiiun des inéihodos. Ainsi, les élèvee 
doivent s'exercer aux constructions graphiqiies .... (Programme de la géomélrie 
desrriptivc). 

l*) PoNCELET, Traili des p’-opriélés projectives des fiiures (Paris 1822). — Steiner, 
Sysle’iwiische Enlivickehing der Ahhdngi'tfieil ge»melnscher GeiloUen voti einander^ 
eie. (Berlin 18'J2). — Chasles, Traile de gè' mclrie supérietire (Paris 1852), • Troilé 
des serti'.ns roniques (Paris 186 . 5 ). — Staudt, Gemuelric dcr Loge (Aurnberg 1847). 
Tralascio di menzionare altri scritti di questi grandi mae.<Atrì, cosi come le 
opere del celebre PlOcker e di altri geometri (Seydf.witz, Gòpel, Weissenborn, 
J«jnouièris, Resse, Paulcs, Schròter, Geiser,...’, perchè non ebbi a servirmene 
nella composizione di questo libro. 

(*) Per gli autori ricord.iti cito qua«i sempre i trattati estesi e generalmente 
con )sciuti, sebbene le loro scoperte siano state la prima volta annunziate 
altrove. Per es. i lavori di Chasles sulla teoria delle coniche sono in gran 
parte anteriori al i83U; quelli di Staudt cominciarono nel 1831 *. eco. ' ' ' 
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la mira di far conoscere ai giovani i nomi de’ grandi geo- 
metri e i titoli delle loro opere , divenute classiche. Il 
collegare agli enunciati di certi teoremi capitali i nomi 
illustri di Euclide, di Apollonio, di Pappo, di Desargues, 
di Pascal , di Newton , di Carnot , . . . non sarà senza 
profitto per ajutare la mente a ritenere le cose e per eccitare 
quella curiosità scientifica che è sprone ad allargare la 
propria cultura f‘). 

. Ije citazioni da me fatte hanno anche un altro intento, cioè 
di acquietare le paure di coloro ai quali il solo nome di geo- 
metria projettiva mette i brividi addosso, come se si 
trattasse di novità escogitate da cervelli balzani. A costoro 
vorrei far toccare con mano che sono cose in gran parte 
venerande per antichità , tutte maturate nelle menti dei 
pib insigni pensatori e ridotte ormai a quella forma di 
estrema semplicità che Gkrgonne considerava come segno 
di perfezione per una teoria scientifica (*). Nella mia dimo- 
strazione procederò secondo l’ ordine delle materie tenute 
nel libro. 

Il concetto degli elementi a distanza infinita è dovuto 
al celebre Desargues, il quale, or fanno più di due secoli, 
considerava esplicitamente le rette parallele come concor- 
renti in un punto a distanza infinita (®j, ed i piani paralleli 
come passanti per una stessa retta all’infinito (*j. Lo stesso 
concetto fu rimesso in piena luce e divulgato da Poncelet, 


• (’) Ho citato molte volte gli Efementl (H Matematica del Baltzer , non già 
come fonte originale, ma per invogliare i giovani allo studio di quell’ occeN 
lente trattato, che sarebbe por essi la miglior guida attraverso i quattro anni 
dell’Istituto tecnico. 

(•) ... On ne peutse Batter d’avoir le dernier mot d’une théorie, tant qu’on 
ne peut pas l’expliquer en peu de paroles à un passant dans la rue (Vedi 
in Chasles, Aperpu historiqus, p. 115). 

(*) Oeuvres de Desargues réunies et analysées par M. Poudra (Paris 1864), 1 1: 
Brouilìon-proje' t d’une alleinte aux événemenU des renconlres d' un cane avec un 
pian (1639), p. 104-5 e 205. 

(♦) L c., p. 105-6. ■” ; • 
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che pervenne alla conclusione (come conseguenza de’postulati 
della geometria euclidea) i punti dello spazio situati a di- 
stanza infinita doversi considerare come tutti giacenti in uno 
stesso piano (*), 

Desaroues f’j e Newton (®) riguardarono gli assintoti 
deir iperbole come tangenti, i cui punti di contatto sono a 
disttinza infinita. 

L’omologia delle figure piane, eccettuato il nome che 
le fu dato da Poncelet, si trova in parecchi trattati ante? 
riori di prospettiva, per es. in Lambert anzi può ben 
dirsi in Desaroues (“j, che enunciò. e dipostrò il teorema 
sui triangoli e sui quadrilateri prospettivifod omologici. Del 
resto il teorema sui triangoli (N“ I3)^^incide sostanziaì- 
m^te con un celebre porisma di Euclide (N" 88j, riferito 
da Pappo (®j. L’omologia delle figure a tre dimensioni fu 
studiata per la prima volta da Poncelet (’). 

La legge di dualità, come principio assoluto, fu enun- 
ciata da Geroonne (®); e come conseguenza della teoria delle 
polari reciproche (principio di reciprocità polare) fu 
,'dovuta a Poncelet (®). 

, ■ Le forme geometriche (punteggiate e fasci) , dai voca- 
li in fuori, si trovano già in Desaroues, e ne’ geometri 
posteriori ; nel modo piìi esplicito sono state definite da 
.Steiner (‘®). ... . 

- Carnot (“) considerò il quadrilatero completo, Stei- 

(’) Troilé des propriélis projectives des flgures (Paris 1822), K‘ 96 e 580.' ■ 

(•) L. p. 210. 

(*) Philosophiae nnluralis prin''ipia mathematica (1686), lib. I, prop. 27, scol. 

(♦) Freie Perspective^ 2* ed. (Zflrich 1774). 

(*) L c., p. 413 0 416. 

(*) Chables, Les trois ìivres de porisnm d' Euclide ^ rétablis pour la première 
foie d' aprii la notice et les lemmes de Papptis, eie. (Paris 1860), p 102. 

(’) L. c., p. 369 0 seg. 

(•) Ann les de Malhématigues, t. 16 (Montpelli 0 r 18?6), p. 209. 

(*) Annales de Mathématiques, t. 8 (Montpellier 1818), p. 201. 

(•®) Systemat sche Entwickelung, p. xni-xvi. 

(’q De la corrélaiion des flgures de giométrie (Paris 1801), p. 122. . . 
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NER (*) no estese il concetto a tutti i poligoni ed alle figure 
nello spazio. 

La divisione armonica era nota ai geometri della piU 
remota antichità; e se ne trovano le proprietà fondamentali 
per es. in Apollonio (’). Delahire (*) diede la costruzione 
del quarto elemento di un gruppo armonico mediante la 
proprietà del quadrilatero, vale a dire, coll’uso della sola riga. 

Steiner insegnò sino dal 1832 le costruzioni delle forme 
projettive (*). 

A Mòbius (*) è dovuta la teoria completa dei rapporti 
anarmonici; ma già Euclide, Pappo (*), Desaroues (’), 
Brianchon (*) avevano dimostrata la proposizione fonda- 
mentale del N® 53, J). 

Della teoria dell’ involuzione è autore Desaroues (*) , 
sebbene anche qui non pochi casi particolari fossero già noti 
ai geometri greci (*“). 

La generazione delle coniche per mezzo di due forme pro- 
iettive è stata esposta da Steiner e da Chasles, quarant’anni 
fa; ed è costituita da due teoremi fondamentali (N‘ 113, 114) 
dai quali scaturisce tutta quanta la dottrina di quelle impor- 
tantissime curve. La medesima generazione comprende la 
descrizione organica di Newton (**) e diversi teoremi di 
Maclaurin. 

Pascai. a sedici anni (1640) trovò il famoso teorema del- 
l’esagrammo mistico ('*), e Brianchon dedusse da esso 

(’) L. e., p. 72 e 235. 

1 ^) Cnnicomm lib. I, 34, 36, 37, 38. . . 

(*) Seetwnet conieae (Parìsìis 1685), I, 20. 

(M L. <■.. p. 91. 

(*) OrT barijcentrisehe Cakul (Leipzig 1827), cap. 5. 

(‘) Colleel-ùtut italhe>nalicae, VII, 129. 

(’) L. c„ p. 425. 

(•) Mtmoire sur Ics ìignes du sefond ardre (Paria 1817), p. 7. 

(•) L r.. p. 119, 147, 171, 176, 

C*i Pappo, OiUerlinnes Malhemalicat , VII, 37-56, 127, 128, 130-133. 

("1 L. c., lib. I, lemma 21. 

('*) UlUra di Lbibnitz A M. Péricr nelle Otuvres de B. Pascal (ed. Bosavr), 
t. 5, p. 459. 
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Bel 1806, mediante la teoria dei poli, la proposizione corre- 
lativa sull’esagono circoscritto (N“ 117). 

Le proprietà del quadrilatero formato da quattro tangenti 
e del quadrangolo dei punti di contatto si leggono nell’appen- 
dice latina (De linearum geoinetricarum. proprietatibus 
tractatus) all’ edizione inglese (Lendini 1748 ) dell’ algebra 
postuma di Maclaurin, il quale ne aveva dedotto la costru- 
zione di una conica per punti o per tangenti, in parecchi dei 
casi in cui siano dati cinque elementi Ipunti o tangenti). Tutti 
i casi possibili furono poi risoluti da Brianchon (l. c.) 

L’idea di considerare due serie projettive di punti in una 
stessa conica è esplicitamente dichiarata nel Saggio di 
Bellavitis (p. 270, nota). 

A Carnot (*) è dovuto un celebre teorema (N“ 246) sui 
segmenti che una conica determina sui lati di un triangolo. 
Anche di questo teorema certi casi particolari erano già cono- 
sciuti molto tempo innanzi (*). 

Eleganti costruzioni per le quali la sola riga basta a risol- 
vere alcuni problemi di 1“ e 2° grado, presupposto però che 
siano dati certi elementi, s’incontrano nella Freie Perspec- 
tive di Lambert; ma la possibilità di risolvere tutti i problemi 
di 2" grado colla riga e con un cerchio fisso venne messa in 
piena luce da Poncelet ; e poi comprovata coll’esecuzione 
di fatto da Steiner in un aureo suo libretto (N" 184). 

Con diverse denominazioni la teoria dei poli e delle polari 
era già contenuta nelle opere citate di Desaroues (‘) e di 
Delahirb (*). In seguito, la perfezionarono Monoe (’), 
Bri.vnchon (*) e Poncelet, il quale ultimo ne trasse fuori 

(') Géométria de position (Paris 1803), N» 379. 

(•) ApoLLOHto, Conicorum lib. HI, 16-23. — Desarouss, /. e., p. 202. — Db- 
lahirb, l. f., V, IO, 12. — Nswtoii, Enumerano linearum lertil oriìinit (Londini 
1708), p. 4. 

(') L. e., p. 164, 186, 190 e seg. 

(*) i. e., I, 21-28; II, 23-30. 

(*) Géomilrie desTÌptive (Paris 1795), N° 40. 

(*) Journal de l’Éeole pofyitchnigue, cahier 13 (Paris 1806). 
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la teoria delle figure polari reciproche , che in sostanza è 
la legge dì dualità, da lui chiamata principio di reci- 
procità polare. 

Finalmente le più insigni proprietà dei diametri conjugati 
furono esposte da Apollonio nei libri 2 ‘e 7" del suo trattato 
delle coniche. 

Del resto, chi vorrà procacciarsi più estesa e precisa cono- 
scenza dei progressi della geometria dalle prime origini sino 
al 1830 (il che basta per le materie contenute in questo libro), 
non ha che a leggere il classico Apercu historique del sig. 
Chasles. 

A questo volume va unito un atlante di 44 tavole, conte- 
nenti 212 figure, i cui numeri però vanno solamente da 1 a 
199. Spero che le figure, per numero e qualità, saraimo 
bastevolia rendere il libro intelligibile anche pel più inesperti 
principianti. Le figure furono per la maggior parte disegnate 
dal sig. ingegnere Carlo Saviotti, assistente alla mia scuola 
nel R. Istituto tecnico superiore; le rimanenti dal sig. Guido 
Pbrelli , studente licenziato dall’ Istituto tecnico di Milano. 
All’uno e all’altro io rendo qui pubblica testimonianza di gra- 
titudine. E ringrazio anche la casa editrice , che usò ogni 
diligenza aflSnchè la stampa riuscisse nitida e corretta. 

Miltao, 5 novembre 487S. 


L’Autore. 
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PROGRAMMA DI GEOMETRIA 

per rumo 3° degli Istitati tecnici. 


Projezione centrale: N‘ 1-20. 

Forme geometriche fondamentali: 21-26. 

Proprietà armonica del quadrilatero e costruzioni che ne conse- 
guono: .38-52. 

Projettività delle rette punteggiate e dei fasci di rette: 33-37, 
60-65, 73-83. 

Costruzione di una forma proiettiva ad una data: 66-72. 

Rapporti anarmonici; 53-59. 

Fasci proiettivi nel circolo; tangenti punteggiate proiettive: 107-112. 

Teoremi sui poligoni inscritti o circoscritti (teoremi di Pascal, di 
Brianchon) e loro conseguenze: 117, 127, 129, 131-133, 135, 
137, 139, 141. 

Serie proiettive di punti in una circonferenza o in una conica: 
157, 160. 

Costruzione degli elementi uniti di due forme proiettive sovrap- 
poste : 162. 

Metodo di falsa posizione per la risoluzione grafica dei problemi 
di 2° grado; applicazioni: 166, 168, 169, 172-175, 181-185. 

Involuzione di punti in linea retta: 92-106, 163, 164. 

Involuzione di punti in una circonferenza o in una conica: 159, 
161, 165. 

Poli e polari; costruzioni che ne dipendono: 186-195, 204, 205, 219, 
220, 222-224. 

Inscrizione di poligoni, i cui lati debbano passare per punti dati : 
172-175, 185. 

Teorema sul quadrilatero segato da una trasversale: 101-103. 

Figure polari reciproche: 230-235. 

.Legge di dualità: 27-32, 234, 235. 

Le coniche, proiezioni centrali del cerchio: 18, f). 

Le coniche generate mediante due forme proiettive: 113-115. 
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Proprietà delle coniche; teoremi di Pascal, di Brianchon, di De- 
sa Roirns e loro conseguenze : 117-119, 127, 129, 131-133, 135, 
137, 139, 141-143, 145-147, 1^ ^ 1^ 1^ 1^ 

Costruzione di una conica soggetta a cinque condizioni (punti o 
tangenti); 116, 124-126, 128, 130, 134, 136, 138, 140-141, 144, 
^ 1 ^ 17 ^ 171 . . 

Classificazione delle curve di 2“ grado: 1^ g). 

Centro, diametri conjugati ed assi: 206-218, 225-229, 244, 245. 
Proprietà speciali deirellisse, deiriperbole, della parabola: 120-123, 

151, 1^, 167, 208 , 211, 239-245, 250. 

Costruzioni grafiche: 18, 50, 53 /l, 55 rf), 66-72, 102, 116, 124-126, 
144, 148, 150, 162, 166, 169-175, 177-185, 191, 193, 199-201, 
213, 222, 227, 229, 239-244, 246 e), ^7-249, 251-261, 267, 271. 
Esercizi: 29, 31, 84-91, 104, 105, 118, 119, 124^ 142, 146, 147, 149, 

152, 153, 155, 156, 165, 167, 168, 176-185, 194, 196-203, 221-223, 
227-229, 236-271. 

NB. Il 2” volume di quesl'operetta conterrà le proprietà Focnli delle coniche, 
la teoria dei coni e delle Bgure sferiche, ed i principi di geometria ana- 
litica, secondo il programma del 4® anno. 
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ELEMENTI DI GEOMETRIA PROJETTIU . 


§ 1. Definizioni. 

1. Dirò figura un complesso qualsivoglia di punti, di rette e 
di piani; lo quali retto e i quali piani si concepiscano estesi al- 
l’inlìnito, senza alcun riguardo alle porzioni finite di spazio da essi 
circoscritte. Per esempio, col nome di triangolo s’ intenderà il 
sistema di tro punti e dello tre rette che li congiungono a duo a 
duo; col nome di tetraedro il sistema di quattro piani e de’ 
quattro punti in cui si segano a tre a tre, ecc. 

Per uniformitù di notazione, designerò costantemente i punti con lettere 
italiche majuscole A, B, C..., le rette colle minuscole a, b, c..., i piani 
con lettere greche a, B, y,.... Oltre a ciò, con AB si rappresenterò la retta 
determinata dai due punti A, B; con i4a il piano che passa pel punto A 
e per la retta a; con aa il punto comune alla retta a ed al piano x; con xB la 
retta determinata dai piani x, B\ con ABC il piano dei tre punti A,B,C; 
con xBy il punto comune ai tre piani x,B,y, con x . BC \\ punto comune 
al piano x ed alla retta BC ; con .4 .By il piano passante pel punto A e per la 
retta By, con x.Bc la retta comune al piano x ed al piano Bc\ con A.Bc 
la retta che congiunge il punto A col punto Bc , ecc. Scrivendo x.BC^A 
si vorrò significare che il punto comune al piano x ed alla retta BC è A'-, la 
scrittura u==yl&C ... indicherò che la retta u contiene i punti A, B, C ecc. 

2. Projettare da un punto fisso 0 (centro di projezione) 
una figura [ABCD...., abed....] composta di punti e di rette si- 
gnifica costruire le rette o raggi projet tanti OA, OB,OC, 
OD,... e i piani (piani projettanti) Oa, Oh, Oc.... Si ot- 
tiene cosi una nuova figura composta di rette e di piani passanti 
pel centro 0. 

3. Segare con un piano fis.so o- (piano trasversale) una 
figura [«i^yd..., abed...] composta di piani e di rette significa 

1 Cremona, Ehm. t/i Geom. prcjelt. 
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abbracciano insiomo colla deiioininazione di forme goometriclie 
fondamentali di 1‘ specie. 

La quarta e la quinta figura, cioè il piano punteggiato o rigato 
e la stella, che si deducono parimente l’una dall’altra con una delle 
operazioni (K‘ 2, 3) e che oltre a ciò hanno la proprietù, di conte- 
nere entro di sè infinite forme fondamentali di 1* specie, diconsi 
forme geometriche fondamentali di 2* specie. 

Lo spazio, che comprende in sò infinite fonne di 2* specie, vien 
considerato come forma fondamentale di 3‘ specie. 

Le forme geometriche fondamentali sono adunque sei: tre 
di 1*, due di 2* ed una di 3* specie. 

§ 6. Principio di dnaliti\. 

27. La geometria, in generale, studia la generazione e le pro- 
prietà delle figure contenute: 1® nello spazio a tre dimensioni; 
2 ^ in un piano; 3® in una stella. In tutti e tre questi casi cia- 
scuna figura contenuta non è altro che un complesso d’elementi, 
0 , ciò che torna lo stesso, il complesso delle posizioni assunto da 
un elemento mobile o variabile. L’elemento mobile, generatore delle 
figure, può essere nel 1® caso il punto o il piano, nel 2® il punto 
0 la retta, nel 3® il piano o la retta. Perciò vi sono sempre due 
maniere correlative o reciproche di generare figure o svol- 
gerne le proprietà: e in ciò consisto la dualità geometrica, che 
è la coesistenza delle figure (o quindi delle loro proprietà) a due 
a due: due figure coesistenti (correlative o reciproche) avendo" 
la stessa genesi o non differendo tra loro se non per la natura 
dell’elemento generatore. 

Nella geometria dello spazio a tre dimensioni sono forme corre- 
latrve la punteggiata e il fascio di piani ; il piano punteggiato e 
la stella, concepita come formata da piani; il piano rigato e la 
stella concepita come formata da raggi. Il fascio di. raggi è una 
forma correlativa a sò medesima. 

Nella geometria del piano sono forme correlative la punteggiata 
e il fascio di raggi. 

Nella geometria della stella sono forme correlative il fascio di 
piani e il fascio di raggi. 
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La goometria del piano e la geometria della stella, considerato 
nello spazio a tre dimensioni, sono esse stesse correlativo fra loro. 

28. Ecco alcuni esempi di proposizioni correlative nella geome- 
tria dello spazio. Due proposizioni correlative si ricavano l’una dal- 
l’altra mediante lo scambio degli elementi punto o piano. 


a) Due punti /I, B determinano una 
retta (la retta AB che passa pei punti 
dati), la quale contiene iniiniti altri 
punti. 

b) Una retta a ed un punto B non 
situato in essa determinano un piano: 
il piano aB che congiunge la retta col 
punto. 

e) Tre punti A, B,C, non situati in 
una medesima retta, determinano un 
piano: il piano che passa pei 
Ire punti. 

d) Due rette che hanno un punto 
comune giacciono in uno stesso piano. 

ej Dati quattro punti A, B,C, D, 
se le rette AB, CD si segano, i quat- 
tro punti sono in uno stesso piano, 
epperò si segano anche le rette BC 
e AD, ed anche CA e BD. 

f) Se quante rette si vogliono a due 
a due si segano, e non passano tutte 
per un medesimo punto , giacciono 
tutte in un medesimo piano (rette di 
un piano rigato) (*). 

g) Il problema seguente: c In un piai 
durre una retta che seghi una retta dat 
A). ammette due soluzioni correlative; 

Si congiunga il punto ^ col punto ra. 

hj PnoBLKMA. — Per un punto dato 
.4 condurre una retta che seghi due 
rette date b, c (le quali non giacciano 


Due piani a, B determinano una 
retta (la retta aJì, secondo la quale i 
piani dati si segano) , per la quale 
passano infiniti altri piani. 

Una retta a ed un piano $ non pas- 
sante per essa determinano un punto: 
il punto aB nel quale la retta incontra 
il piano. 

Tre piani a, B, y, non passanti per 
una medesima retta, determinano un 
punto; il punto aBy, nel quale i tre 
piani si segano. 

Duo rette poste in uno stesso piano 
hanno un punto comune. 

Dati quattro piani a,B, y, S, se lo 
reile aB.yS si segano, i quattro piani 
concorrono in un medesimo punto; 
epperò si segano anche le rette By e 
aS, ed anche ya. e BS. 

Se quante rette si vogliono a due a 
due si segano, e non giacciono tulle 
in un medesimo piano, passano tutte 
per uno stesso punto (rette di una 
stella) (2). 

j oc, per un punto A dato in esso, con- 
r » (che non giaccia in a, nè passi per 

Si costruisca l'intersezione del piano 
a col piano r.4. 

Prodleua. — In un dato piano a 
condurre una retta che seghi due 
rette date b, c (le quali non abbiano 


(') VcJi la nota al N* 19. 

(') Siano infalli le rcUe a, li, c,...; siccome ab, oc, bc son Ire piani distinti, cosi 
nel plinto ad essi comune concorrono le rette o, b,c, ecc. 
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un punio comune, nè alcuna dì esse 
giaccia in a). 

SoLrzioKE. — Si congiunga il punto 
ab col punto ac. 

29 . Nella geometrìa a tre dimensioni, la figura correlativa di un triangolo 
(sistema di tre punti) è un triedro (sistema di tre piani): al piano, ai ver- 
tici, ai lati del triangolo sono rispettivamente correlativi il vertice, le facce, gli 
spìgoli del triedro. Laonde il teorema correlativo a quello del N° 13 sarà il 
seguente : 

Se due triedri a'B'y , a"ff'y" hanno la proprietà che gli spìgoli B'y' e 
ff'y", y'a e y"a", a'ff ed a"li" giacciano in tre piani «o, j8o, y^ passanti 
per una stessa retta, le rette a a", 6'B", y'y" sono situate in uno stesso piano. 

La dimostrazione è la stessa del teorema al N° 13, scambiati fra loro gli ele- 
menti punto e piano. Per es. se i due triedri hanno vertici differenti S', S", ì 
punti in cui si segano le coppie dì spìgoli sono ì vertici dì un triangolo, ì cui 
lati sono le rette a a", B'ff', y'y"; queste sono adunque in un piano (il piano 
del triangolo). 

Cosi pure, nel caso che i due triedri abbiano lo stesso vertice S, la dimo- 
strazione sarà correlativa a quella del caso analogo de’due triangoli A'B'C, 
A"B"C" (situati in uno stesso piano) nel N° 13. 11 teorema può anche sta- 
bilirsi projettando da un punto S la figura che esprime il teorema del N° 12, b). 

Il giovane studioso può proporsi per esercìzio la dimostrazione del teo- 
rema correlativo a quello del N° 12, cioè : 

Se due triedri a'B'y', a"B"y" sono tali che le rette a'a', i3'/3", y'y" giac- 
ciano in un piano, le coppie di lati B'y' e B 'y", y'a e y"a", a'B' e a"B" 
determinano tre piani passanti per una medesima retta. 

30. Nella geometria piana due figure o due proposizioni corre- 
lative si deducono l'nna dall’altra mediante lo scambio degli ele- 
menti punto e retta. Ecco qualche esempio ('): 

0 ) Due punti j 4, B determinano una Due rette a, 6 determinano un 
retta; la retta il B. punto: il punto ab. 

b) Quattro punti A, B, C, D (fi- Quattro rette o, b, e, d (fig. 12*) 
gura 1 T), tre qualunque de’ quali non tre qualsivogltano delle quali non con- 

sìano in lìnea retta , costituiscono corrano in un punto , costituiscono 

una figura che sì denomina qua- una figura che si denomina qua- 
drangolo completo. Diconsi ver- drilatero completo. Dìconsi lati 

ti ci del quadrangolo completo i del quadrilatero completo le quattro 

quattro punti suddetti ; lati del me- rette; vertici del medesimo i sei 

(') Dove, ben inteso, i punti e le rette giacciono in mi solo e medesimo piano. 

3 (^KiiXONA, Elem. di Ctom. projelt. 


in uno stesso piano, nè alcuna dì esse 
passi per A). 

SoLDztosE. — Si costruisca l’inter- 
sezione dei piani Ab, Ac. 
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desimo le sci rette che li uniscono 
a due a due. Due lati che non pas- 
sino per uno stesso vertice diconsi 
opposti; vt sono dunque tre coppie 
di lati opposti, cioè BC e AD, CA 
« BD, AB e CD. I punti E, F, G 
dove concorrono i lati opposti di- 
consi punti diagonali; e il trian- 
golo EFG dicesi triangolo diago- 
nale del quadrangolo completo. 

Nel quadrangolo completo sono 
contenuti tre quadrangoli o quadri- 
lateri semplici .i4CBD, i4BDC 

(fig. 13*). 

c) In generale: 

Poligono (n-gono) completo 
è il sistema di n punti o vertici 
considerati insieme con tutte le 

rette o Iati che li uniscono 
a due a due. 


punti ne' quali esse si segano a due a 
due. Due vertici diconsi opposti se 
non sono situali in uno stesso lato. 
Vi sono dunque tre coppie di vertici 
opposti, cioè bc e ad, ca e bd, ab e 
cd. Le rette e, f, g che uniscono i 
vertici opposti diconsi rette diago- 
nali; ed il triangolo e/i; dicesi tri- 
angolo diagonale del quadrilatero 
completo. 

Nel quadrilatero completa sono 
contenuti tre quadrilateri o quadran- 
goli semplici acbd, abed, abdc (fig. li"). 

Mollilalero (n-lalcro) com- 
pleto è il sistema di n rette o lati 
considerati insieme con tutti gli 

punti 0 vertici ne' quali esse 
s'intersecano a due a due. 


dj II teorema del N" 12« quello del N° 13, ne' quali i due triangoli A|B^C^, 
A 2 B 2 C 2 siano supposti situati in un medesimo piano, sono correlativi fra loro. 

^ . I 


e) Se due quadrangoli completi 
ADCD, A'B'C'D’ hanno la proprietà 
che i lati AD ed A’B', BC c D'C, 
CA e CA' , AD e AD', BD e B D' 
si seghino in cinque punti di una 
retta I, anche i due lati rimanenti 
CD e CD' si segheranno in un punto 
della medesima retta t (fig. 15‘). 

Infatti, in virtù dell'ipotesi (N" 13), 
i triangoli ABC, A'B'C sono pro- 
spettivi, epperò le rette AA, DB', 
CC cu.icorrono iu uno stesso punto 
S. Medesimamente sono prospettivi i 
tri.angoli ADD, .AB'D', dunque anche 
DD' pas«a pel punto S comune alle 
AA’,BB'. Da ciò segue che sono pure 
prospettivi i triangoli BCD, B'C'D'-, 
dunque CD e CD' si segano in un 


Se due quadrilateri completi abed, 
a'b'c'd' hanno la proprietà che le cop- 
pie di vertici ab ed a'b', bc e b'c, ca e 
ca, ad e ad', bd e b'd' si trovino su 
cinque rette concorrenti in un punto 
S, anche i due vertici rimanenti cd e 
c'd' saranno allineali con S (llg. 16*). 

Infatti, per l’ipotesi (N“ 12) i trian- 
goli abe, a'b'c' sono prospettivi; dun- 
que i punti aa, bb', cc' sono in una 
stessa retta s. Analogamente sono pro- 
spettivi ì triangoli abd, a'b'd', epperò 
anche il punto dd' è nella retta t che 
pass.! pei punti aa', bb'. Da ciò segue 
che sono pure prospettivi i triangoli 
bed, b'c'd'; dunque cd e c'd' sono in 
linea retta col punto S che è determi- 


V, 
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(>unto della rella < determinata dal nato dalla retta (jk){b'c) e dalla retta 
jrunto comune a fiC e BC' e dal punto (2id)(fi'd'), c. d. d. 
comune a BD e B'D' \ c. d. d. ('). 

31. Nella geometria dello spazio, ad un poligono (piano) completo di u 

vertici è correlativo un angolo poliedro completo di n facce, cioè la Agorà 
costituita da n piani (facce) concorrenti in uno stesso punto (vertice dell’an- 
golo poliedro) e considerali insieme colle rette (spigoli), secondo le 

quali essi si segano a due a due. E ad un moltilalero (piano) completo di n lati 
è correlativo un angolo moltispigolo completo, di n spigoli, cioè la fìgura co- 
stituita da n rette (spigoli) uscenti da uno stesso punto (vertice dell’angolo 

moltispigolo) e considerate insieme cogli — ^ -- piani (facce) ch’esse, prese a 

due a due, determinano. 

Per es., ai due teoremi che precedono (N°30, c), e che nella geometria 
piana sono correlativi fra loro, nella geometria a tre dimensioni saranno 
rispettivamente correlativi i seguenti: 

Se due angoli tetraedri completi (del- 
lo stesso vertice o no) aByS, dSyS' 
hanno la proprietà che cinque coppie 
di spigoli corrispondenti giacciano in 
cinque piani passanti per una retta 
s, anche la sesta coppia di spigoli gia- 
cerà in un piano passante per la me- 
desima retta. 

Lasciamo al giovane sliidiosn di trovare per esercizio le dimostrazioni di 
questi teoremi, le qnali del resto dilTeriscnno ila quelle dei teoremi e) soltanto 
per lo scambio degli clementi punto e piano ; e come i teoremi e) sono una 
conseguenza di quelli esposti al N> 12 e 13, cosi i teoremi presenti si fondano 
su quelli del N’’ 29. 

Se i due angoli tetraedri hanno uno stesso vertice 0, il teorema a sinistra si 
può anello stabilire col projcltare da 0 (.V 2) la Agura che esprime il teo- 
rema e) a destra. E nella sle.ssa ipotesi e collo stesso processa si ricava il teo- 
rema attuale a destra d.il teorema e) a sinistra. 

32. Nella geoiuelria della stella due proposizioni o duo Agiire correlative sì 
ricavano l’una ilall'allra mediante lo scambio degii clementi piano c rella. Sic- 
come la geomelria della slella c correlaliva a quella del piano, rispetto allo 

(') Questi due Icorimi sono dati qui come pseiii|ii per l.i geometria pinna; ma le di- 
moslr.ntoni v.dgon'i, senz'alcuna mutazione, ambe nel raso che i dne quadrangoli o qua- 
drilateri giacciani in piani dilcrenti. 


Se due angoli quadrispigoli com- 
pleti (dello stesso vertice o no) abed, 
aVed! hanno la proprietà che cinque 
coppie di facce corrispondenti si se- 
ghino secondo cinque rette conteaute 
in un piano o, anche la retta comune 
alla sesta coppia di facce giacerà nel 
I medesimo piano a. 
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spazio a (re dimensioni, così Cuna geometria si ricava dall'ultra collo scambio 
degli elementi punto e piano. La geometria della stella si pub anche ricavare 
da quella del piano mediante prnjezionc da un centro (N" 2). 

Dalla geometria della stella si ricava la geometria delle fìgure sferiche, ta- 
gliando la stella con una sfera passante pel centro della stella medesima. 


§ 7. Forme proiettive. 

33. Mediante projezionc da un centro si deduce da una punteg- 
giata un fascio di raggi, da un fascio di raggi un fascio di piani, 
da ttn piano (punteggiato o rigato) una stella. Viceversa, mediante 
sezione con un piano trasversale si ritorna dal fascio di raggi alla 
punteggiata, dal fascio di piani al fascio dì raggi, dalla stella al 
piano. Perciò le due operazioni — projettare da un centro, segare 
con un piano trasversale — si possono risguardare come comple- 
mentari; sicché diremo che, so una forma è dedotta da un'altra 
mediante una di quello operazioni, viceversa si potrà coll’opera- 
zione complementare ricavare la seconda forma dalla prima. 

Suppongasi ora che da una data forma fi si deduca mediante 
un’operazione (proiezione o sezione) una forma f.i \ che da /i> me- 
diante un’altra operazione si cavi f-^ ; che con una terza operazione 
da f-i si cavi \ 0 cosi di seguito, finché eseguite »-l operazioni, 
si giunga ad una forma f,. Viceversa, noi potremo retrocedere da Z’, 
ad fi mediante un’altra serie di n-1 operazioni; le quali siano or- 
dinatamente complementari deH’ultima, della penultima, della ter- 
z’ultima,... fra le operazioni che hanno servito por passare da fi ad 
f.. La serie delle operazioni che conducono da /’, ad /’, , e la serie di 
quelle che riconducono da Z’. ad fi si possono denominare comple- 
mentari; così che lo operazioni dell’una serio sono ordinatamente 
complementari di quelle dell’altra, prese in ordine retrogrado. 

In ciò che precede, le forme geometriche sono concepite nello 
.spazio a tre dimensioni (N" 25). So ci limitassimo alla geometria 
piana, le operazioni complementari sarebbero il projettare da uti 
centro o il segare con una retta trasversale. Invece nella geometria 
della stella , sono operazioni complementari il segare con un piano 
0 il projettare da un asse. 

34. Due forme fondamentali della stessa specie diconsi projet- 
tive, so l’nna può dedursi dall’altra mediante un numero finito 
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(imiliinquo di projraioiii e di sezioni (A'' 2, 3, ...7). Per esempio, se 
si ha una punteggiata u^, o si projotti da un contro 0, ne na- 
scerà un fascio di raggi; questo si projetti da un altro centro 0\ 
sicché no risulti un fascio di piani , avente l’asse 00' ; questo fascio 
si seghi con una rotta m., ; la punteggiata si projetti da un asse 
e il fascio di piani che no risulta si seghi con un piano trasver- 
sale, donde si caverà un fascio di raggi, ecc. Or beuo; duo qua- 
lunque delle formo geometriche di 1* specie così ottenute sono, 
per definizione, projettive. 

Quando si dice che una forma A.B.C.I) ... ò projettiva ad 
un’altra forma A' .B' .€' .T>' ... , s’intende che, mediante una mede- 
sima serio di clorazioni (projozioni e sezioni) A' nasco da A, B' 
da B, C da V, ecc. 

Gli elementi tI ed J', 7?e -B', Ce C",... diconsi corrispondenti. 

35 . Di qui si ricava subito che duo formo projettive ad una 
terza sono projettive fra loro. Infatti: eseguendo prima le opera- 
zioni che servono per passare dalla 1* alla 3* forma, e poi quelle 
colle quali si passa dalla 3* alla 2*, si sarà ell'ottnato il passaggio 
dalla 1* alla 2* forma. 

3 (>. Dicousi prospettive 

duo punteggiate (fig. 17“) se sono sezioni di uno stesso fascio 
di raggi (cfr. X” 9) ; 

due fasci di raggi (fig. 18*) so projettano una medesima pun- 
teggiata da due centri diversi, ovvero se sono sezioni di uno stesso 
fascio di piani ('); 

duo fasci di piani so projéttano uno stesso fascio di raggi da 
duo centri diversi; 

(') Se si projclla una puniepgiala « " AUC ... da due ccnlri diversi 0,0' non si- 
tnali in uno stesso piano colla punteggiala, si ollengoitb due fasci (prospetlivi) di raggi, 
che sono inoltre sezioni falle coi piani trasversali Ou, Oil*in uno stesso fascio di piani, 
avente per asse la retta 00' e composto de’ piani OO'.l , OO'/I, (HYC, .... Questo 
il caso generale di due fasci prospetlivi di raggi; essi non hanno lo stesso centro, nè 
giaceiono in uno stesso piano; c ad un tempo projettano una stessa punteggiala c sono 
sezioni di un medesimo fascio di plani. Vi sono poi due casi particolari : 1° se si pro- 
jctla la punteggiala « da due centri 0,0' posti in un piano con ti; allora i due fasci 
di raggi giacciono in uno sicssn piano, ep|>erù non sono più sezioni di un fascio di 
piani; 2° se un fascio di piani vien segato da due piani trasversili passanti per ano 
stesso punto 0 detrasse, si ottengono due fasci di raggi che hanno lo stesso centro 0, 
eppcrò non projettano più una medesima punteggiata. 
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una punteggiata ed un fascio di raggi, ovvero un fascio di 
faggi e un fascio di piani, se la prima forma è una sezione della 
seconda; 

due piani se sono sezioni di una medesima stella; 

due stelle se projettano uno stesso piano da due centri diversi ; 

un piano ed una stella se il piano ò una seziono della stella. 

Dalla definizione del N® 34 segue immediatamente che duo formo 
prospettivo sono anche projettive. Ma viceversa due forme projet- 
tive non sono generalmente collocate in posizione prospettiva. 

37. Duo forme geometriche di 1* specie, composte ciascuna di 
tre elementi, sono sempre projettive. Per dimostrare quest’asser- 
zione, osserv'o anzitutto che basta considerare il caso di due pun- 
teggiate ABCy A'B'C'; giacché, se alcuna delle forme proposte 
fosse un fascio, si potrebbe ad essa sostituire una sezione della 
medesima, fatta con una trasversale. 

So lo due retto ABC, A'B'C' non sono in uno stesso piano ^ 
conducansi le retto AA', BB', CC, e quindi si seghino le tre con- 
giungcnti con una trasversale s (^). Allora le due forme date non 
saranno altro che due sezioni del fascio di piani sAA, sBB', sCC\ 

Se le due rette ABC, A'B'C sono in uno stesso piano (fig. 19‘), 
prendansi nella retta AA' due punti S,S', c siano: B" Tinterso- 
zione di SB con S'B'; C rintersezione di SC con SC', A" l’in- 
torseziono di SS' con B"C. Allora sarà A"B"C'' una projezione 
' tanto di ABC, quanto di A'B'C, rispettivamente veduto dai 
contri S, S. 

^Jel caso poi che i punti A\ A' coincidano (fig. 20*) , le due 
forme date sono a dirittura prospettive; il centro di projezione è 
il punto comune allo BB', CC. 

Finalmente, so le duo terno de’ punti ABC, A'B'C (fig. 21*) 
fossero in una medesima retta, basterebbe projettare una di esse 
A'B'C sopra un’altra retta in AiB^C,, o si ricadrebbe in uno 
de’ casi già considerati. 

Per esempio, se si volesse projettare ABC in BAC (fig. 22*), 
basterebbe prendere ad arbitrio due punti L, N allineati con C; 
sia K il punto di concorso dello AL , BN ; ed M quello ove si 


(') A quesl’uopo, busta condurre da un punto arbitrario di A A' una retta che in-> 
contri BB' e CC': vedi il problema h) al IS® 28 . 


segano le BL^AN; allora sarà LNC una proiezione di ABC 
dal centro if , e poi BAG una proiezione di LNC dal centro M. 

So si volesse proiettore ABC in BCA, si potrebbe proiettare 
dapprima ABC in BÀG, poi BAC in BCA. 

8 8. Forme armoniche. 


38 . Teorema (<). — Se in una retta 
8 sono dati tre punti A, D, Cy e se si 
costruisce un quadrangolo completo 
(KLMN)y in modo ebe due Iati op- 
posti (KLy M\) concorrano in Ay 
altri due lati opposti {KN, ML) con- 
corrano in By e il quinto lato (LN) 
passi per C, il sesto lato (KM) se- 
gherà la retta data in un punto Dy 
che è determinato mediante i tre dati, 
cioè non varia, comunque sì mutino 
gli elementi arbitrari del quadran- 
golo ((ig. 22"). 

Dim. — Infatti , se si costruisce 
un secondo quadrangolo completo 
K'L'ilN'y il quale soddisfaccia alle 
prescritte condizioni; siccome al- 
lora i due quadrangoli hanno cinque 
paja di lati corrispondenti che con- 
corrono sulla retta data, cosi anche 
il sesto pajo concorrerà sulla retta 
medesima (N'' 30, e, a sinistra). 

Donde segue che, se si tiene fisso 
il primo quadrangolo, e si varia il 
secondo in tutt’i modi possibili , il 
punto D rimane fìsso, c. d.d. 

I quattro punti ADCD diconsi ar- 
monici, ovvero si dice che la for- 
ma geometrica costituita dai quattro 
punti suddetti è armonica. 

Vale a dire, quattro punti ABCD 
di una retta, considerali nel- 
l’ordine col quale sono enun- 


Se tre rette date (in un piano) 
c, by c concorrono in un punto S e 
se si costruisce un quadrilatero com- 
pleto (klmn)y in modo che due ver- 
tici opposti {kl, mn) cadano in a, 
altri due vertici opposti (An, mi) ca- 
dano in by e il quinto vertice (In) 
si trovi in c, il sesto vertice (km) 
cadrà in una retta d passante pel 
punto dato, la quale è determinala, 
cioè non varia, comunque si mutino 
gli elementi arbitrari del quadrila- 
tero (fìg. 23"). 

Infatti, se si costruisce un secondo 
quadrilatero completo A'i'm'n', il quale 
soddisfaccia alle prescritte condizioni, 
siccome allora i due quadrilateri hanno 
cinque paja di vertici corrispondenti 
allineate col punto dato, cosi anche 
il sesto pajo sarà in linea retta coi 
punto medesimo (N* 30, e, a destra). 

Donde segue che, se si tiene fìsso 
il primo quadrilatero, e si varia il 
secondo in tutt’i modi possibili, la 
retta d rimane fissa, c. d. d. 

Le quattro rette (o i quattro raggi) 
abed diconsi armoniche; ovvero si 
dice che la forma geometrica costi- 
tuita da coleste quattro rette è ar- 
rn o n i c a . 

Vale a dire, quattro raggi abed 
di un fascio, considerali nel- 
l’ordine col quale sono enun- 


(’) Stal'dt, Geonutrie der Lage (Nùrnbcrg 1847), N* 93. 


ciati, delio mi Ila tisi uniionìui, 
se è possibile di costruire un 
quadrangolo completo i cui lati 
passino, due opposti per ^4, al- 
tri due opposti perfi,il quinto 
per C, il sesto per D. Dal teore- 
ma che precede risulta che, se un tale 
quadrangolo esiste, cioè se la forma 
ABCD è armonica, si possono costrui- 
re infiniti altri quadrangoli sotto le 
medesime condizioni. Risulta inoltre 
che, dati tre punti ABC in linea retta 
(e dato l’ordine nel quale debbono es- 
sere considerati), il quarto punto U 
che con quelli costituisce una forma 
armonica è determinato ed uni- 
co, e si ottiene costruendo uno di 
quei quadrangoli (N« 50). 


ciati, denominansi armonici, 
se è possibile di costruire un 
quadrilatero completo i cui 
vertici cadano, due opposti in 
a, altri due opposti in b, il 
quinto in c, il sesto in d. Dal 
teorema che precede risulta che, se 
un tale quadrilatero esiste, cioè se 
la forma abed è armonica, si possono 
costruire infiniti altri quadrilateri 
sotto le medesime condizioni. Risulta 
inoltre che, dati tre raggi abc di un 
fascio (e dato l'ordine nel quale deb- 
bono essere considerali), il quarto 
raggia d che con quelli costituisce una 
forma armonie.-! è determinato ed 
unico, e si ottiene costruendo uno 
di quei quadrilateri (N° 50). 


39. So i punti .armonici AIÌCI) si projettauo ila un punto S 
sopra un’altra retta, lo projezioni A'B'C'D' saranno ancora quattro 
punti armonici (fig. 24*). Infatti , si iraaginino due piani condotti 
rispettivamente por lo duo retto AB, AF, e nel primo piano si 
supponga costruito un quadrangolo completo, del quale duo lati 
opposti concorrano in. A, .altri due opposti in B, e il quinto Lato 
passi per C; il sesto lato passeri) allora per I) (N* 38), perchè la 
forma ABVD è supposta n,ssere armonica. Projettiindo ora da S 
questo quadrangolo sul secondo piano, si ottiene un nuovo qua- 
drangolo, del quale duo lati opposti si segano in A', altri due op- 
posti in B , mentre il quinto e il sesto lato passano rispettivamente 
por C , D'] dunque A'B'C'I)' è una forma armonica. 

40. La considerazione della figura 23* mostra che i raggi armo- 
nici tthed sono segati da qualunque trasversale, per esempio da 
m, in quattro punti ABCD, che sono armonici. Infatti, abbiamo 
ivi un quadrangolo BQBS, del quale due lati opposti (a, n) si 
segano in A, altri due lati opposti (l>, l) in B, mentre il quinto (c) 
od il sosto lato (fi) passano rispettivamente per C, D. 

Viceversa, suppongasi data la forma armonica ABCD (fig. 2.3*), 
ed assumasi ad arbitrio il centro di projeziono S. Dico che i quattro 
raggi proiettanti S {A, B, C, D) sono armonici. Infatti, tirisi 
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a volontà una rotta per A, che seghi SB in P, 6'C in o quindi 
la BQ che seghi AS in It. Considerando il quadrangolo PQRS, 
del quale duo lati opposti concorrono in A, altri due pure opposti 
in B, mentre il quinto lato SQ passa per C, concludiamo (N“ 38 
a sinistra) che, essendosi supposta armonica la forma ABCJ), il 
sesto lato dee passare per I). Sia allora noi abbiamo un quadri- 
latero completo Umn , che ha due vortici opposti A, R in SA, 
altri due vertici opposti B, P in SB, il quinto vertice Q in SU 
ed il sesto vertice D in SD ; dunque (N" 38 a destra) le quattro 
retto che da S projettano ABCD sono armoniche. Laonde: 

Quattro raggi armonici sono segati da una trasversale 
arbitraria in quattro punti armonici, e viceversa i raggi 
che projettano quattro punti armonici da un centro 
arbitrario sono armonici. 

41 . Il teorema del N“ 38 a destra è correlativo (nella geometria 
piana) di quello che gli sta contro a sinistra, nel quale si sup- 
pongano tutt’i quadrangoli situati in uno stesso piano. Peri» il teo- 
rema del N” 38 a sinistra vale colla medesima dimostrazione anche 
se i quadrangoli sono costruiti in piani diversi. 

Considerando adunque quest’ultimo teorema come una proposi- 
zione di geometria dello spazio a tre dimensioni, il teorema cor- 
relativo sarà il seguente: . 

So tre piani dati «, (3, •/ passano per una stessa retta s, e so si 
costruisco un angolo tetraedro x).,uy completo, del quale due spi- 
goli y.l,tj.v opposti siano nel piano a, altri due spigoli opposti xv, 
lij. siano nel piano ,3, o lo spigolo Xv cada in •/, il sosto spigolo 
y-H si troverà sempre in un piano determinato d, che non muta 
comunque si disponga degli elementi arbitrari dell’angolo tetraedro. 

Infatti, se (collo stesso vertice o con altro vertice) si costruisco 
un altro angolo tetraedro completo, che soddisfaccia allo proscritto 
condizioni, i due angoli tetraedri avranno cinque coppie di spigoli 
corrispondenti situate in piani che passano per una medesima retta 
s, epperò (N° 31 a sinistra) anche la sesta coppia giacerà in un 
piano contenente la retta s. 

Diciamo armonici i quattro piani ossia armonica la 

forma da ossi costituita. 

42 . Segando l’angolo tetraedro x).,uv con un piano arbitrario, 
non passante pel vertice, si ottiene un quadrilatero completo ; e lo 
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stesso piano trasversale interseca i piani a| 37 ^ secondo quattro raggi 
àbcd di un fascio , de’ quali i primi due contengono due coppie 
di vertici opposti del quadrilatero, mentre gli altri due passano 
rispettivamente per gli altri due vertici. Dunque (N® 38 a destra) 
quattro piani armonici apyd sono segati da un piano trasversale 
secondo quattro rette armoniche. 

Così pure, se i quattro piani armonici «,67 d sono incontrati da 
una rotta trasversale in quattro punti ABCDy la forma ABCD 
è armonica. Infatti, si conduca per la retta trasversale un piano, 
che seghi i piani secondo le rette ahcd; queste rette sono 
armoniche, come s’è or ora dimostrato. Ma ABCD è una sezione 
del fascio ahcd; dunque (N® 40) ABCD sono quattro punti 
annonici. 

43. Dunque, se colla denominazione di forma armonica indi- 
chiamo indifferentemente il gruppo di quattro punti 0 raggi 0 piani 
armonici, avremo il teorema: 

Qualunque projezione 0 sezione di una forma armo- 
nica è una forma armonica. Ossia: 

Ogni forma projettiva ad una forma armonica ò pur 
essa una forma armonica. 

a) Viceversa, due forme armoniche sono sempre projet- 
tive. Per dimostrare questa proprietà, basta considerare il caso 
di due gruppi di quattro punti, giacché se una delle due forme 
fosse un fascio, segandolo con una trasversale, si otterrebbero 
quattro punti armonici. Supposto adunque che ABCD, A'B'CD 
sian due forme armoniche, si projetti ABC in AB'C’ nel modo 
che è spiegato al N® 37 ; le stesso operazioni (projezioni e sezioni) 
che servono a dedurre A'B'C’ da ABC condurranno da D ad un 
punto Di) donde segue che la forma AB'C'Dx sarà armonica, 
come lo è ABCD. Ma anche AB' CD' sono, per ipotesi, quattro 
punti armonici; dunque J), coincide con D', giacché i tre punti 
AB'C individuano il quarto punto che con essi dee costituire la 
forma armonica (N® 38 a sinistra) ; il che é quanto volevasi provare. 

h) Aggiungiamo una conseguenza delle poste definizioni (N‘ 41 e 42): 

La forma correlativa ad una forma armonica è pur 
essa armonica. 

44. So a, ò, c, c? (fig. 24‘) sono raggi di un fascio, si dice che 

a, h sono separati mediante c, d, quando un raggio che moti ♦ 
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descrivendo il fascio non può passare da a a 6 senza passare per 
uno (uno solo) degli altri due raggi c, d. La medesima defini- 
zione valga per quattro piani di un fascio, e per quattro punti 
A, Bj C, D d’una punteggiata (fig. 24*); purché si ammetta che 
in una retta (fig. 25*) si possa passare da un punto A ad un 
punto ^ in due modi, cioè o descrivendo il segmento finito 
AB, o descrivendo il segmento infinito che comincia in A^ 
passa pel punto all’infinito e termina in B. 

Promessa questa definizione, enunciamo la seguente proprietà 
che è evidente: Quattro elementi di una forma di 1* specie (cioè 
quattro punti di una retta o quattro raggi di un fascio, ecc.) si 
possono sempre e in un sol modo distinguere in duo coppie per 
modo che Tuna sia separata mediante l’altra. Per es. nella figura 24*, 
le due coppie che si separano scambievolmente sono AB, CD, 
E se A'B'Ò'D' è una forma projettiva ad ABCD, saranno del pari 
AB' separati mediante CD' , giacché le operazioni o le sezioni 
non alterano la posizione relativa degli elementi. 

45. Siano ora ABCD quattro punti armonici (fig. 22*); cioè 
quattro punti ottenuti colla costruzione del N® 38 a sinistra, sicché 
si possa costruire (in infinito maniere diverse) un quadrangolo com- 
pleto, del quale Aq B siano due punti diagonali (N® 30, h, a sini- 
stra), mentre por Ce D passino due lati opposti. Basta enunciare 
questa costruzione per conoscere che i duo punti Aq B sono nella 
stessa condizione rispetto al sistema ; e che son pure in un’identica 
condizione i punti C e D. Ne segue che , se ABCD è una forma 
armonica, sono armoniche anche le forme BACD, ABDC, BADC, 
che si deducono da quella scambiando fra loro A con B, ovvero 
C con D. Perciè (N® 43) la forma ABCD è, a cagion d’esempio, 
projettiva alla forma BADC, cioè si potrà passare da quella a 
questa mediante un numero limitato di projezioni e sezioni. Infatti, 
projettando ABCD da K sopra CQ, si ottiene la forma LKCQ ; 
poi projettando questa da M sopra AB, si ottiene BACD, 

4G. Dico che nella forma armonica ABCD i punti Ao B sono 
necessariamente separati (N® 44) mediante gli altri due. Infatti, 
si projetti (fig. 22*) la forma ABCD sulla rotta KM, prima dal 
centro L, poi dal centro N\ lo projezioni che ne risultano sono le 
formo KMQD, MKQD, Questo dovranno presentare la stessa ma- 
niera di separazione, giacché constano degli stessi elementi: dunque 
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i punti K, M sono separati mediante Q, D; epperò A, B sono 
separati mediante C, I). 

47. Conducansi (fig. 26*) lo rette AQ, BQ che incontrino NK 
ed LM, KL ed MN rispettivamente ne’ punti S, U, T, V. Il 
quadrangolo completo LTQ U ha duo lati opposti concorrenti in A, 
altri duo (puro opposti) concorrenti in B, o il quinto lato {LQ 
ossia LlsT) passante jwr C; dunque il sosto lato TU passerà per 
B (N“ 38). C’osì pure passerà per B il sesto lato FS del quadran- 
golo completo NVQS\ o passeranno per C i sosti lati UT, UV 
de’ quadrangoli completi KSQT, iUt/QF. Per tal modo si ottiene 
un quadrangolo STUV, del quale duo lati opposti concorrono in C, 
altri due puro opposti si segano in B, mentre il quinto e il sosto 
lato passano rispettivamente por A, B. Ciò significa che la con- 
dizione comune (N* 45) ai punti C,B è la stessa che quella comune 
ai punti A a B) vale a dire, la coppia A, B può essere scambiata 
colla coppia C, B. Dunque so A BOB ò una forma armonica, non 
solo sono armoniche le forme BACB, ABBC, BABC, ma eziandio 
le formo CBAB, CBBA, BCAB, BCBA (•). 

I punti A a B diconsi conjugati fra loro, e conjugati per 
conseguenza anche i punti C o B. 

Si dico che i punti A, B sono separati armonicamente mediante 
i punti C, B; ovvero che i punti C, B sono separati armonica- 
mente mediante A e B; che il segmento AB è diviso armonica- 
mente dai punti C, B o dal segmento GB , ecc. Se due punti dati 
A, B (fig. 22*) sono separati armonicamente mediante i punti C, B 
in cui la congiungcnto AB ò segata da due rette QC, QB, si suole 
ancora diro che i punti A, B sono armonicamente separati me- 
diante le retto QC, QB, ovvero mediante il punto C o la rotta 
QB, ecc.; o che lo rette QC, QB sono armonicamente separate 
mediante i punti A, B, ecc. 

Analoghe proprietà e denominazioni valgono per quattro raggi 
0 per quattro piani armonici. 

48. Dalla proposiziono del 38 (sinistra) si può anche cavare il 
seguente enuncmto: In un quadrilatero completo, ciascuna 
diagonale è divisa armonicamente dalle altre due (^). 

P) Rf.ve, Geomttrie der Lage fFIannovcr IRGfi), l. I, p. Si. 

{') Cabxot, fìéomètrk de position (Paris 1803), N» 22.">. — Cfr. Ualtier, Trigo- 
nometria, p. 147. 
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Sia per esempio il quadrilatero completo (fig. 27‘) i cui vertici 
opposti sono A ed A', B e B', C e C. La diagonale AA! è in- 
contrata in E, F dalle altre due diagonali BB, CC. Ora si con- 
sideri il quadrangolo completo BB'CG del quale due lati opposti 
concorrono in A , due altri lati opposti in À, mentre il quinto e 
il sesto passano rispettivamente per E, F. Dunque i punti A A' 
sono separati armonicamente dai due E, F. Analogamente, la con- 
siderazione dei due quadrangoli completi CC'AA , AA'BB con- 
duce a concludere la medesima proprietà per gli altri duo gruppi 
BBFD, CEDE. 

49. Nel quadrangolo completo BB'CC, i punti diagonali sono 
A, A', B; ora dall’essere armonico il gruppo di punti BB'FD 
segue che la stessa proprietà è posseduta dal gruppo de’ quattro 
raggi che li projettano da A (N“ 40); dunque: 

In un quadrangolo completo, duo lati concorrenti in 
un punto diagonale sono separati armonicamente me- 
diante gli altri due punti diagonali. 

Del resto, questo teorema non è altro che il correlativo (giusta 
la dualità nella geometria del piano) di quello dimostrato nel 
N® precedente. 

50. I teoremi del N“ 38 dànno subito il modo di risolvere colla 
sola riga i problemi: 


Dati tre punti di una forma armo- 
nica, costruire il quarto punto. 

Soluzione. — Siano (fig. 22*) A, 
B, C i punti dati (in linea retta), e 
debbano essere A e B coniugati fra 
loro. Tiriusi ad arbitrio due rette per 
A ed una per C, la quale seghi le 
prime due in L, .V. Le congiungenti 
BL, BN seghino rispettivamente le 
AN, AL in M,K\\a congiungente /fM 
segherà la retta data nel punto cer- 
cato D, coniugato a C (<). 


Dati tre raggi di un fascio armo- 
nico, costruire il quarto raggio. 

Siano (fig. 23*) a,b,c\ raggi dati 
(uscenti da uno stesso centro ed in 
uno stesso piano), e debbano essere 
a, b coniugati fra loro. Per un punto 
(2 di c conducansi ad arbitrio due 
rette che seghino a in ^4, /{, e b in 
P, B. Le congiungenti AB, RP si 
segheranno in un punto D che unito 
col punto dato darà il raggio cercato 
d, coniugato a c. 


51 . Sia C (fig. 28*) il punto di mezzo fra /I e P (N° 50, a sinistra). 
Allora potremo disporre degli elementi arbitrari in modo che K ed M va- 
dano a distanza infinita : e ciò col costruire un parallelogrammo ALBN sulla 

(') SecUones conkit (Parisiis HS5), p. 9. 
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diagonale AB; Taltra diagonale LY passerà per C. Dunque il punto D cadrà 
airinfinilo. 

Viceversa, se supponiamo dati i punti /l, B, D, il terzo de' quali sia al> 
rinfìnito, potremo ancora costruire sulla diagonale /IB un parallelogrammo 
ALBN; il quarto punto C, conjugato a D, dovendo risultare dall’inlersezione 
della retta data colla AiV, sarà il punto di mezzo di AB. Dunque: 

Se di quatiro punti urntonici ABCD^ uno C è il punto di mezzo fra due 
punti conjugati i4 e B, il quarto è a distanza inGnita ; e viceversa, se uno 
è aH’inGnito, il suo conjugato è il punto di mezzo fra gli altri due. 

52. Sia c(fìg. 29*) la bisscttrice dell’angolo ab (N<’ 50, a destra). Prendendo 
Q air infinito in c, i segmenti ABy PB risultano uguali e compresi fra le 
parallele AP, BIÌ^ perciò il raggio d sarà perpendicolare a c. Cioè: 

Se di quattro raggi armonici abedj uno c fa angoli uguali con due con- 
jugati a e ò, il quarto d è perpendicolare a c. 

Viceversa, se in un fascio armonico oòcJ (fig. 30"), due raggi conjugati c, 
d sono rettangolari , essi saranno le bissettrici degli angoli fra gli altri due. 
Infatti, segando il fascio (il cui centro sia S) con una trasversale parallela 
a d, la sezione ABCD è costituita da quattro punti armonici (N" 40); e 
siccome D è all’infinito, cosi C sarà il punto di mezzo fra ^ e B (N"51). 
Dunque ASB è un triangolo isoscele, e conseguentemente SC è la bisset- 
trice dellangolo al vertice. 


8 9. Rapporti anarmonici. 


53. Si riprenda la figura 2* che rappresenta la projezione do’ 
punti di una retta u sopra un’altra retta fatta da un contro 0 ; 
e cerchiamo la relaziono che ha luogo fra due segmenti corrispon- 
denti ABj A'R. I triangoli simili OAJ, AOl' dànno 

JA : JO=rO : BA' (i), 


0 analogamente dai triangoli simili OBT, B'OT' si ha 


donde 


JB:JO^rO:rB\ 


JA . FA = JB . FB' = JO . FO , 


(’) In tutte le equazioni fra segmenti iiìtcndiamo os.servata la regola o conven- 
zione de* segni, in virtà della quale AB e HA sono riguardate come grandezze uguali 
c di segno opposto; donde segue die se A, fì, 0 sono tre punti in linea retta, si ha 
AB -i- BO-i- OA = 0 ossia AB=~OB — OA. Veggasi :a proposito Haltzer, Planim., 
pag. 46S, e Trigm., pag. 123. 
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cioè il rettangolo JA.I'A' è costante, qualunque sia la coppia 
de’ punti corrispondenti A^ A\ 

a) Indicata con k la costante JO.1'0, avremo dunque 


e sottraendo 




•ft fy f! A> _ _k JA. JB') 


ma 


dunque 


rB —rA' = A'B\ JA — JB= — AB, 


AB' 


— k 

JA.JB 


. AB. 


h) So si considerano quattro punti ABCD (fig. 31*) di e le 
quattro projezioni A'B'G'D' , avremo analogamente 


A'C’ = 


— k 


JA.JG 


.AG, 


e dividendo 


B'G' 

AD' 

B'D' 


— k 

JB.JG 

— k 

JA. JD 

— k 

JB. JD 


. BG, 

. AD, 
. BD, 




ÀG' . AD' AG . AD 
B'C • BD' " BG' BD* 


c) Se invece ABGD, A'B'G'D' sono sezioni fatte con due 
trasversali s , s‘ (non situate in uno stesso piano) a quattro piani 
passanti per una stessa retta u, cioè se A'B'G'D' è una 
projezione di ABGD, fatta dall’asse u (N® 4), si avrà ancora l’u- 
guaglianza che ora si è dimostrata pel caso della projezione dal 
contro 0. 

Infatti, seghinsi i quattro piani in A"B"G"D” con una 
retta s" che incontri tanto s quanto s'. Lo retto AA", BB', GG", DD' 


3ì 

sono le intersezioni dei piani «, |5, 7, d col piano ss", epperò con- 
corrono nel punto S in cui quest’ultimo piano sega l’asse u. Ana- 
logamente A'A\ B'B% C'C", D'D" sono quattro rette situato nel 
piano s's" e concorrenti in un punto S dell’asso u. Dunque: 
A^B’^C^D” è una projezione di ABCJ) dal centro S, ed ò una 
projezione di A'B'CD' del contro S; onde si avrà 

A'^Cr AG,AI>_ A'C',A'D' 

B e' * JTD" “ BC * BD ~ B'C ’ B B' * 

d) 11 numero 

AC . AI) 

BC * BB 

dicesi rapporto anarmonico 0 doppio-rapporto dei quattro 
punti (in linea retta) ABCB. Il risultato ottenuto esprime adunque 
il teorema: 

Il rapporto anarmonico di quattro punti in linea retta 
non è alterato da ■ qualsivoglia projezione (i). 

Ossia : 

Due gruppi projettivi di quattro punti 
(rispettivamente situati in linea retta) hanno rapporti 
anarmonici uguali. 

e) Il quoziente delle espressioni di A'C\ B'C (6) dà 

A'C 

B'C BC' BJ* 

nella quale eguaglianza il 2® membro è il rapporto anarmonico 
de’ quattro punti ABCJ ; dunque il 1° membro sarà il rapporto 
anarmonico di A'B'C'J. Ossia : il rapporto anarmonico di quattro 
punti A'B'CJ’j l’ultimo de’ quali sia all’infinito, non ò altra cosa 
che il rapporto semplice A'C : B'C. 

Analogamente si ha 


BB' _AJ . AB 
A'B' 'BJ' BB^ 


(’) Pappo, Mathematica CoUectiones (edizione di Commandino, Veneliis <589), 
lib. VII, <29. Cfp. nM,TZKR, Trigon., nap. <.99. 
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cioè il rapporto- anarmonico di quattro punti A'B'J'J )' , il terzo 
de’ quali è airinfinito, è uguale al rapporto semplice B'D' : A'jy. 

f) Di qui si trae la soluzione del problema: 

Dati tre punti ABC (in linea retta), determinare un quarto punto 
D, in modo che il rapporto anarmonico della forma ABCJ) sia 
un numero X dato in grandezza ed in segno (fig. 32*). 

Soluzione. — Per G si conduca una trasversale ad arbitrio, e 
su di essa a partire da C prendansi due segmenti GA, GB\ il cui 
rapporto GA : GB' sia uguale al valore X : 1 del dato rapporto anar- 
monico ; e i due segmenti medesimi GA^ GB siano diretti nello 
stesso senso o in senso contrario, secondo che X è positivo o negativo. 
Tirinsi le rette AAy BB, che si seghino in S; la parallela ad 
AB' condotta per S incontrerà AB nel punto richiesto D (^). 

Infatti, detto D' il punto alfinfinito di AB'y essendo ABGB 
una projezione di ABG'B dal centro 8y il rapporto anarmonico 
di ABGB sarà uguale a quello di ABG'B', ossia ad 

AG' : B'G' = X. 

g) Questa è la soluzione grafica dell’equazione 

AG , AB. 

BG • BB'~ ' 

cioè ^ 

BD~BC ■ 

che è quanto dire, del problema: trovare il punto B che con due 
punti dati Ae B determina due segmenti AB, BB (in linea retta), 
il cui rapporto sia un numero g. dato in grandezza ed in segno. 

n problema proposto ammette pertanto una ed una sola solu- 
zione. Laonde non vi possono essere due punti diversi D, D| tali 
che ABGB, ABGB ^ abbiano uguali rapporti anarmonici : i raggi 
SB,SBi, dovendo essere 'ambedue paralleli ad AB', coincide- 
ranno. Ossia : 

Se i gruppi ABGB, ABGB ^ hanno uguali rapporti anar- 
monici, il punto Di coincide necessariamente col punto B. 

(’) Chasles, Géométrie supérieure (Paris 1852), p. IO. 

3 Crbkoma, Elem. di Geom. projett. 
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h) Se due gruppi di quattro punti ABCD, AB CD' (rispotti- 
Tainente in linea retta) hanno uguali rapporti anarmonici, essi sono 
formo projettive. 

Infatti (N° 37) si pu6 sempre con un numero limitato di proje- 
zioni e sezioni passare dalla forma ABC alla forma ABC ; sia D* 
il punto che nasce da D in virtù di quelle operazioni. Allora il rap- 
porto anarmonico di ABCD' sarà uguale a quello di ABCD, ep- 
però saranno uguali i rapporti anarmonici di ABCD' e ABCD''. 
Dunque D" coincide con D'; ossia i gruppi ABCD, ABCD' 
sono projettivi. 

In altre parole: la condizione necessaria e sufficiente affinchè 
due forme ABCD, ABCD' (composte ciascuna di quattro punti 
in linea retta) siano projettive, è l’uguaglianza (in grandezza e 
segno) de’ loro rapporti anarmonici. 

A;) Il rapporto anarmonico di quattro punti ABCD si indica 
col simbolo {ABCD) (0: laonde la projettività delle due forme 
ABCD, ABCD' si esprimerà coll’equazione 

{ABCD) = {AB CD). 

Se due fasci di quattro raggi o di quattro piani sono rispettiva- 
mente segati da due trasversali in ABCD, ABCD, l’uguaglianza 

{ABCD) ^ {ABCD) 

sarà la condizione necessaria e sufficiente affinchè i due fasci siano 
projettivi. 

Conveniamo di denominare rapporto anarmonico di quattro 
raggi abcd o di quattro piani appartenenti ad un fascio, il 
rapporto anarmonico de’ quattro punti ne’ quali 'i quattro elementi 
del fascio sono incontrati da una trasversale arbitraria, e di rap- 
presentarlo con {abcd), {«fiyò). Potremo allora enunciare il teo- 
rema generale: 

La condizione necessaria e sufficiente perchè siano 
projettive due forme di 1‘ specie costituite ciascuna da 
quattro elementi è l’uguaglianza de’ loro rapporti anar- 
monici. 


(') Mòbibs, Per barijcentrische Calcul (I.oipzig 1827), p. 2iC. 
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54 . Siccome due forme armoniche sono sempre projettive (N® 4B), 
così dal teorema che precede si può già dedurre che il rapporto anar- 
monico di quattro elementi armonici è un numero costante. In- 
fatti, se ABCD è una forma armonica, è armonica anche la fonna 
BACD (N“ 45), epperò le due forme ACBB, BGAD sono projet- 
tiye, ossia 


che è quanto dire 


e di qui 


ossia 


(AGBI)) = (BCAD) , 

AB , AD BA , BD 
GB * GD~~ GA' GD^ 

AG,AD_ . 

BG ' BD~ ' 

{ABGD) = — 1 . 


Dunque, il rapporto anarinonico di quattro elementi ar- 
monici è l’unità negativa (^). 


66. Alla equazione {ABCD) — — 1, ossia 


BC BD~ 


(l) 


esprìmente che i quattro punti ABCD sono armonici, si possono dare altre 
forme, degne d’essere nolate. 


a) Siccome AD = CD — CA, BD — CD^CB, la (1) dà 

CA {CD^CB)-^CB {CD — CA) — 0, 

ossia 

CD — ^[oÀ~^^)^ 

formala che dà il punto D, quando sono dati A, B,C. 

b) Sia 0 il punto di mezzo del segmento CD, ossia OD — CO — — OC, 
epperò 

AC—OC-OA, AD—OD-OA — — {OC-\-OA), 

BC—OC — OB, BD- — {OC->t-OB). 

La (1), ossia 


(’) Mdfiit's, /. c., p. 269. 


4C ^ 
AD'^ BD 
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diverrà 

OC-OA _ OB—OC 
OC-hOA~OB + OC' 

ossia 

On_OB 

OA~OC’ 

donde 

ÓC*= OA . OB, (3) 

vale a dire; la metà del segmento CD è media proporzionale fra 
le distanze che i punti A, B hanno dal punto medio di CD. 

L’equazione (3) mostra che i segmenti 0.4, OB hanno lo stesso segno, 
cioè il punto 0 non cade mai fra A e B. 

e) Di qui risulta che, se per A, B si descrive un circolo (lìg. 33*), sarà 
OC la lunghezza della tangente ad esso condotta dal punto 0 (<). 

Dunque il circolo di diametro CD taglierà ortogonalmente il primo circolo 
(ossia tutt’i circoli per A , B). E viceversa, se due circoli si incontrano ad 
angolo retto, essi segheranno in quattro punti armonici qualunque retta pas- 
sante pel centro dell’uno o deU'altro (^). 
d) La stessa formala (3) serve a risolvere il problema: 

Date due coppie di punti AB, A'B, trovare un'altra coppia CD in modo 
che entrambi i gruppi ABCD, A'B'CD (fig. 34*. 35’) siano armonici. 

Preso ad arbitrio un punto G fuori della retta, descrivansi i circoli 
GAB, GA'B', i quali si segheranno in un secondo punto IL Sia 0 il punto 
nel quale la retta data è incontrata dalla congiungente GII (^). Allora avremo 
nel primo circolo ('*) 


e nel secondo 
epperb 


0.4 .OB =0G .Oli, 
OA^.OB' = OG .Oli, 


OA .OB =OA'.OB'. 


Dunque 0 è il punto medio del segmento cercato ; e i punti C, D saranno 
le intersezioni della retta data col cerchio descritto dal centro 0 con un 
raggio uguale alla lunghezza comune delle tangenti condotte da 0 ai primi 
due circoli. 

Il problema ammette soluzione reale ogniqualvolta il punto 0 riesca esterno 
ai due segmenti AB, A'B, epperò ai due circoli suddetti (fìg. 34' e 35'). 


(') Baltzer, Planim., p. 128. (*) Bactzer, Trigon., p. I i6. 

C) GII è l’a sse radicale de’ due circoli. Balizer, Planim., p. 178 e scg. 
(•) Baltzer, Planim., p. 128. 
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Non esiste soluzione reale quando la coppia AB è separala mediante la 
coppia A'B' (Hg. 36*); giacché precisamente in questo caso, il punto 0 riesce 
interno ai due segmenti. 

e) De’ quattro punti armonici ABCD suppongansi A e B infinitamente 
vicini 0 addirittura coincidenti. Se C è a distanza infinita, D coinciderà con 
A e B, perchè dev’essere il ponto medio del segmento AB (N° 51). Se C 
è a distanza finita, distinto ài A e B, ma del resto arbitrario, l’equazione (2) 
dà CD — CA=.CB, cioè D coincide coi punti A e B. 

De’ quattro punti armonici ABCD suppongansi ora coincidenti i4 e C ; e 
sia B all’infinito. Dovendo allora A essere il punto medio del segmento CD, 
il punto D coinciderà con A e C. Se invece Dèa distanza finita, distinto 
da i4 e C, ma del resto arbitrario, l’equazione (1) dà AD-=0, vale a dire, 
il punto D coincide con A e C. 

Dunque, se dì quattro punti armonici due coincidono, coin- 
cide con essi anche uno degli altri due; ed il quarto rimane 
atratto indeterminato. 

56. Teobeka. — Una forma quainnqne (di 1* specie) costitaita 
da quattro elementi ABCD è projettiva alla forma che si deduce 
da quella scambiando fra loro due elementi, e fra loro anche gli 
altri due; per esempio alla forma BADO. 

Dim, — Lifatti , siano ABCD quattro punti (fig. 37‘), od EFOD 
una projezione dei medesimi, fatta da un centro M sopra una retta 
passante per D. Se N è l’intersezione di AF con CM, sarà 
MNGC una projezione di EFGD fatta dal centro A, e sarà 
BADC una projezione di MNGC fatta dal centro F. Per conse- 
guenza (N“ 35) la forma BADC è projettiva ad ABCD. Nello 
stesso modo si dimostra che ABCD è projettiva a ciascuna delle 
forme CDAB, DCBA (»). 

Di qui segue per esempio che, se il fascio aJcd di quattro raggi 
è projettivo ad ABCD, è projettivo anche a BADC, CDAB, 
DCBA. 

Cioè, se due forme di quattro elementi sono projettive, 
la corrispondenza fra gli elementi può essere stabilita 
in quattro maniere diverse. 

57. Il teorema che precede torna a dire che, dati quattro elementi ABCD 
dì una forma dì 1* specie, sono uguali i rapporti anarmonici 

{.\BCD) = (BADC) — (CDAB) z=:(DCBA). 


(') Stìodt, l c., p. 59. 
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a) Quattro elementi (di una forma di specie) possono essere ordinati 
in ^ maniere diverse, ossia formano i 24 gruppi 


ABCD, 

BADC, 

CDAB, 

DCBA, 

ABDC, 

BACD, 

DCAB, 

CDBA, 

ACBD, 

CADB, 

BDAC, 

DBCA, 

ACDB, 

CABD, 

DB AC, 

BDCA, 

ADBC, 

DACB, 

BCAD, 

CBDA, 

ADCB, 

DABC, 

CBAD, 

BCDA, 


che qui abbiamo distribuiti in sci lince. 1 quattro gruppi di ciascuna linea 
sono projettivi fra loro (N® 56), epperò hanno lo stesso rapporto anarmonico. 
Se si vogliono determinare i rapporti anarmonici dei 24 gruppi, basta adunque 
considerare un solo gruppo per ciascuna linea , per esempio i sei gruppi 
della prima colonna. I sei rapporti anarmonici hanno fra loro tali relazioni 
che, conoscendo uno qualunque di essi, si determinano immediatamente gli 
altri cinque. 

b) Consideriamo i due gruppi ABCD, ABDC, che differiscono fra loro 
per lo scambio degli ultimi due elementi. 1 rapporti anarmonici 


{ABCD) — 


AD 

BC ' m* 


{ABDC) = 


BD • BC 


sono quantità inverse, epperò 



(ABCD) . (ABDC)—\, 

(i) 

ed analogamente 

(ACBD) . (ACDB)=\, 

(1)' 


(ADBC ) . (ADCB) = i. 

(ir 


c) Essendo poi i quattro punti ABCD in linea retta, si ha identicamente 

• BC .AD + CA. BD-hAB ,CD=iO (<) 

donde, dividendo per BC . AD , si cava 

AC.BD AB.CD_, 

BC.AD~^CB.AD~ ^ 

ossia 

AC AD AB,AD_. 

BC ' BD~^CB ' CD~ ’ 


(’) Infatti ridcnlità BC -h CA AB Q , moltiplicata per /ID, e avuto riguardo 
che AD= BD + AB cd anche AD = CD — CA, dà 

BC.AD-^-CA {BD-hAB)-^AB{CD-CA)=Q, 


ossia, ridueendo 


BC.AD + CA . BD + AB . CD=0. 
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che è quanto dire (N° 53, k) 


{ABCD)-h{ACBD)z=zi. 

(2> 

Analogamente sarà 


{ABDC)-^{ADBC) = i, 

(2)' 

(ACDB)-h(ABCB) = ì. 

(2)’ 

d) Dunque, se indichiamo con X il rapporto anarmonico del gruppo ABCD, 


cioè se poniamo 


{ABCD) — \, 

sarà, per la (t) 

(ABDC) = \, 

0 per la (2) 

Quindi per la (1)' 

(ACDB)--^. 

e di qui per la (2)" 

e poi, per la (1)" o per la (2)'; 

{ABBC) — ^^ (<). 

A 


e) Se nel gruppo ABCD due punti, per esempio AtBy coincidono, si ha 
AC—BCy AD—BDy epperò {ABCD) — {AACD) — i. Ma se Xzzl, gli 
altri rapporti anarmonici divengono {ACAD)—0, {ACDA) — oa \ vale a 
dire: 1, 0, oo sono i valori che assume il rapporto anarmunico di quattro 
elementi , due de’ quali coincidano. 

f) Se {ABCD)=: — ì , sarà per le formole precedenti {ACBD) = *ì e 
{ACDB)—^'y onde (N° 5i), se il rapporto anarmonico di quattro punti ha 


H valore ^ o ^ , questi punti, presi in un altro ordine, formano «n gruppo 


armonico. 


58. Dal teorema 53, h) esprimente la condizione necessaria e 
sufficiente per la projettività di due gruppi di quattro elementi , 
si conclude subito che: 


(’) Modius, l. C., p. 249. 
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Se due forme (di 1* specie) sono projettive, quattro ele- 
menti qualisivogliano dell’una e i quattro elementi corri- 
spondenti dell’altra hanno uguali rapporti anarmonici(i). 

In particolare, a quattro elementi armonici dell’una corrispon- 
deranno quattro elementi armonici dell’altra (N" 43). 

59. Siano AA', BE' due coppie qualunque di punti corrispon- 
denti di due punteggiate projettive (fig. 38*); e I,J' i loro punti 
all’infinito. Allora avremo l’uguaglianza de' rapporti anarmonici 


(ABIJ) = (A'B'I’J'), 

ossia 

iBAJI)==iA'B'l'J'), 

ossia, perchè J, J' sono all’infinito (N° 53, e) , 


BJ:AJ=Al'\B'r, 

donde si ha 

JA.I'A = JB.rB , 

vale a dire: il prodotto JA . TA ha un valore costante, qualunque 
sia la coppia AA di punti corrispondenti (^). 

Cfr. il N° 53, dove questo teorema è dimostrato per due punteggiate 
prospettive. 


§ IO. Costruzioni di forme projettive. 

60. Se ABC, ABC sono due terne d’elementi corrispondenti 
in due forme projettive (fig. 39*), qualunque sistema di operazioni 
(projezioni e sezioni) per le quali da ABC si ottengano ABC 
(N* 37), condurrà eziandio da un altro elemento qualunque D della 
prima forma al corrispondente elemento B dell’altra. Infatti, se 
da D potesse nascere in virtù di quelle operazioni un altro ele- 
mento D", sarebbero uguali i rapporti anarmonici (ABCD), 
{AB'CB’y, ma per ipotesi si ha {ABCD) = {^AB'CD')\ dun- 
que sarebbe {AB'CD') = {AB'CD"), il che è assurdo se D’ 
non coincide con B (N* 53, g). 

Nella fig. 39* le opcraziani sono; una projezione da S, una sezione con 
u”, una proiezione da S ed una sezione con 

(*) Steiner, SytUmalùche Entwickelung der Abhangigkeit geomtrùcker (k- 
italten rm einander (Berlin 483!), p. 33. 

(*) Steiner, l. c., p. iO. 
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61. È facile del pari dimostrare il teorema inrerso di quello del 
N” 68; ossia: 

Date due forme di 1* specie, se agli elementi ABCD.... del- 
l’una corrispondono ordinatamente gli elementi AFCB' .... del- 
l’altra, in modo che quattro elementi qualisivogliano della prima e 
i quattro elementi corrispondenti dell'altra abbiano rapporti anar- 
monici ugnali, le due forme sono projettire. 

Infatti, ogni sistema di operazioni il quale conduca dalla toma 
ABC alla tema A'B’C, condurrà dall’elemento D ad un tale ele- 
mento D’, pel quale si abbia l’uguaglianza de’ rapporti anarmoniei 
(ABCD) = {A B' CD"). Ma per ipotesi è iABCD) = (A'B'CD'y, 
dunque (A'S'C'D') = {A'B'CD"), epperò D’ coincide con D' 
(N° 53, g). Siccome la stessa conclusione vale per qualsivoglia 
altra coppia d’elementi corrispondenti , così rimane dimostrato che 
le due forme sono projettive (N“ 34). 

62- Dal N” 60 si ricava, come caso particolare, che se in due 
forme projettive (di 1* specie) vi^sono due teme corrispondenti 
ABC, A'B'C, le quali siano prospettive, anche le forme date 
saranno prospettive. 

a) Per esempio, se le forme sono due punteggiate ABCD..., 
A'B'C’D' ... , l’ipotesi fatta equivale a supporre che le rette AA’, 
BB', CC, concorrano in un punto 0 ; dunque anche le altre rette 
analoghe DU,... passeranno per 0 (fig. 17‘ e 3D). 

Come caso particolare, i punti A, A coincidano (fig. 20*), for- 
mando un punto unito (i). Le teme ABC, AFC sono pro- 
spettivo, e il loro centro di projezione è il punto comune alle 
BB', CO] dunque; 

Se due punteggiate projettive hanno un punto unito, 
esse sono prospettive. 

Viceversa, è evidente che due punteggiate prospettive hanno 
sempre nn punto nnito. 

b) Se le forme sono due fasci di raggi àbcd..., a'b'c'd ... in 
uno stesso piano, l’ipotesi equivale a supporre che i tre punti 
oa', W, cd siano in una retta s; dunque anche tutti gli altri punti 
analoghi dd',... cadranno nella medesima retta (fig. 18*). 

(') In due forme projotliTe, diciamo elemento unito nn elemento che eoioeidt 
eoi tuo corrispondente. 
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Se la retta s è tutta airinfinito, si ottiene la seguente proprietà: 

So duo fasci projettivi di raggi hanno tre coppie di raggi corri- 
spondenti paralleli, due altri raggi corrispondenti qualisivogliano 
saranno pure paralleli. . 

L’ipotesi è verificata se i raggi aa’ coincidono in un raggio 
unito (fig. 40*); allora la retta s è quella che unisce i punti W, cc\ 

Dunque: se due fasci projettivi (in un piano) hanno un 
raggio unito, essi sono prospettivi. 

E viceversa due fasci prospettivi di raggi (in un piano) hanno 
sempre un raggio unito. 

c) Se runa forma è una punteggiata ABCD.... e l’altra un 
fascio di raggi abcd .... (fig. 24*), l’ipotesi equivale a supporre che 
i raggi àbc passino rispettivamente per dunque anche d 

passerà per D,.... , ecc. 

63. Due punteggiate possono trovarsi in una medesima retta, 
vale a dire, essere sovrapposte: per esempio, se due fasci di 
raggi (in uno stesso piano) S^abc ...., 0 = a'b'c' .... (fig. 4D) ven- 
gono segati da una medesima trasversale, questa conterrà le due 
punteggiate ABC.,.,^ A'BC che saranno projettive, so tali 
erano i due fasci. In tal caso, si può domandare se vi siano punti 
uniti, cioè se in qualche punto della trasversale coincidano due 
punti corrispondenti delle due punteggiate. 

Por esempio (fig. 41*), se la trasversale s si conduce pel punto 
oa' e pel punto W>', i punti AA' coincidono, e così pure BB ; cioè 
si hanno due punti uniti. Se una punteggiata u (fig. 42*) si pro- 
jetta da due centri 5', 0 (posti in uno stesso piano con u), sicché 
no risultino i due fasci àbc .... , aW .... , e se si tira poi una 
trasversale s pel punto ove il raggio unito aà è incontrato da w, 
si ottengono le due punteggiate projettive sovrapposte ABG.,.,y 
A'B'C .... , che hanno un solo punto unito AA\ In seguito (N® 82) 
vedremo che due punteggiate projettive sovrapposte possono anche 
mancare affatto di punti uniti. 

Analogamente due fasci di raggi possono essere concentrici, 
come avverrebbe se due punteggiate distinte venissero projettate 
da uno stesso centro (fig. 43*) ; due fasci di piani possono essere 
coassiali, quali risultano so due punteggiato si projettano da 
uno stesso asse, ecc. Segando due stelle con uno stesso piano, si 
ottengono due piani punteggiati sovrapposti ; projottando duo piani 
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punteggiati da uno stesso centro, si ottengono due stelle concen- 
triche. In tutti questi casi, le due forme di cui si tratta diconsi 
sovrapposte; e se sono projettive, ha importanza la ricerca 
degli elementi uniti. 

64. Teorema. — Due forme (di 1“ specie) proiettivo sovrap- 
poste 0 hanno al più due elementi uniti, o hanno tutti gli ele- 
menti uniti. 

Ddc. — Infatti, se vi fossero tre elementi uniti ABC^ detti D 
e jy due altri elementi corrispondenti qualisivogliano, si avrebbe 
(N® 58) l’uguaglianza {ABCD) — (ABCiy), epperò D' coincide- 
rebbe con D (N* 53, g). 

Dunque, se le due forme non sono identiche fra loro, esse non 
potranno mai avere più di due elementi uniti. 

65. Se una forma (di 1* specie) costituita da quattro elementi 
ABGD è proiettiva alla forma che si deduce da quella collo scam- 
bio di due elementi, per esempio a BAGDj dico che la forma è 
armonica, e che i due elementi scambiati sono coniugati. Questo 
teorema è già contenuto nel 54; ma si può ora darne anche 
la seguente dimostrazione grafica. 

Supposto per esempio che ABGD siano quattro punti in linea 
retta (fig. 44‘), sia KMQB una proiezione dei medesimi, fatta da 
un centro qualunque L sopra una retta passante per B. Siccome 
ABGB è proiettivo sì a KMQBy si a BAGBj così anche lo 
forme KMQBy BAGB saranno proiettive. E siccome B è per esso 
un punto unito, così le due forme saranno prospettive (N® 62, a), 
cioè le retto KBj MA , QG concorreranno in uno stesso punto N. 
Da ciò segue che KLMN è un quadrangolo completo del quale duo 
lati opposti concorrono in A, due altri lati opposti concorrono in 
By mentre il quinto e il sesto lato passano rispettivamente per 
Gy B. Dunque (N" 38) ABGB sono quattro punti armonici. 

66. Siccome il passaggio fra due forme proiettive (di 1* specie) 
può sempre essere effettuato (N® 60) mediante il sistema d’opera- 
zioni che servono per dedurre tre elementi dell’una dagli elementi 
corrispondenti dell’altra, e siccome (N® 37) due dati gruppi di 
tre elementi sono sempre proiettivi, cioè si può sempre passare 
dall’uno all’altro mediante alcune proiezioni o sezioni , così noi pos- 
siamo concludere: 

Date ad arbitrio tre coppie d’elementi corrispondenti 
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di due forme projettive, si possono costruire quante altre 
coppie si vogliono d’elementi corrispondenti (i). 

Adduciamo due esempi; quello di duo punteggiate, e quello di 
due fasci di raggi : intendendo, sì nell’un caso sì nell’altro, che le 
due fowne siano in uno stesso piano. 


Siano (fig. 39*) AeA A\ B & B', C 
e C le Ire coppie date di punti corri- 
spondenti delle punteggiato projettive 
ti, u' da costruirsi. Operiamo come 
s’è fatto al N” 37 ; cioè sulla retta che 
unisce due punti corrispondenti, per 
es. AA\ prendansi ad arbitrio due 
punti S, S’; e si conducano le SB, 
S'B' che si segano in F', e le SC, S'C 
che si segano in C. Sia poi A" il punto 
in cui AA’ incontra B'C’. Le opera- 
zioni che servono per passare da ABC 
ad A' B'C sono : 1“ la projezione da 5; 
r la sezione colla u"=A"B"C] 3“ la 
projezione da S' ; 4“ la sezione con u'. 
Dunque le stesse operazioni condur- 
ranno da un altro punto qualunque D 
di u al punto corrispondente D' di u' ; 
ossia i raggi SD, S’D' si devono segare 
in un punto D” della retta fìssa u". 

Per tal modo si ottiene una punteg- 
giata u'' = A"B'C'D" .... che è pro- 
spettiva tanto ad u, quanto ad u'. 


Siano (fìg. 4-5*) a ed a, b eb',cec' 
le tre coppie date di raggi corrispon- 
denti de’ due fasci projetlivi l/, F da 
costruirsi. Pel punto comune a due 
raggi corrispondenti, per es. aa', con- 
ducansi ad arbitrio due trasversali 
s,s;e sia b" la retta che unisce i punti 
sb, $b' ; c" la retta che unisce i punti 
se, se; ed a" la retta che unisce i 
punti aa' e b"c". Le operazioni che 
servono per passare da abe ad a'b’c 
sono: l® la sezione cons; 2* la proje- 
zione dal punto (/"comune alle a"b"c"; 
3'' la sezione colla s'; 4* la projezione 
da V'. Dunque le stesse operazioni 
condurranno da un altro raggio qua- 
lunque d del fascio V al corrispon- 
dente raggio d' del fascio U' ; ossia i 
punti sd, s'd' devono trovarsi sopra una 
retta d" passante pel punto fìsso V". 

Per tal modo si ottiene un fascio 
V" = a"b"c"d" .... che è prospettivo 
tanto ad (/, quanto ad (/'. 


. a) Il raggio passante per S (fìg. 39*) e parallelo ad u seghi u" in F; il 
raggio 57" segherà u' nel punto /', il cui corrispondente in u è airinfinito. 
Analogamente, se il raggio passante per 5' e parallello ad u sega u" in / 


il raggio 5/" segherà « nel punto J, il 

6) Sia P (fìg. 39*) il punto in cui 
u è segata da u"; il punto F sarà 
l’intersezione di u’ col raggio S'P. 
Parimenti, se Q' è il punto in cui u 
è incontrata da u", il punto Q sarà 
quello ove u è segata dal raggio SQ'. 

(’) Steineh, ì. c., p. 35 e 9t. 


cui corrispondente in u è all’infìnito. 

Dicasi p (fìg. 45“) il raggio UU"; 
il raggio corrispondente p' congiun- 
gerà U col punto s'p. Cosi pure, se 
il raggio U'U" s’indica con q', la con- 
giungente di V col punto sq sarà il 
raggio q. ' 
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67. 1 centri S, S* devono essere 
allineali con due punti corrispondenti; 
del resto sono arbitrari. Per es. , 
possiamo porre ^ in A , ed S in A 
(fig. .ÌT*). Allora il raggio SP coin- 
cide con u, epperò P' diviene il punto 
comune ad u, u’. Cosi puro il raggio 
SQ coincide con u', cioè anche Q cade 
nel punto uu'. 

Yale a dire : se assumiamo i punti 
A, A invece de’ centri S, S, la retta 
u" incontrerà rispettivamente le u, «' 
in quei punti P, Q' che corrispondono 
al punto uu', considerato prima come 
un punto P' di u’, poi come un punto 
0 di u. 

Ma nella costruzione del N° pre- 
cedente , la retta u" era il luogo 
delle intersezioni de' raggi corrispon- 
denti de’fasci prospettivi 
S' (AB'C'I)' ...). Dunque la retta u" at- 
tuale sarà analogamente la sezione 
comune de’ fasci A'IABCD,..), 
A{AB'C'D’.„], cioè il luogo de’ punti 
ove si segano le coppie di rette AB 
ed Aff, AC ed AC, AD ed .40', .... 

Se invece de’ punti A, adope- 
riamo come centri di projezione altri 
due punti come O' eO, o C’ eC, la 
retta u” dovrà ancora segare le u, u' 
ne’ punti P, (?'; cioè la retta u" ri- 
mane la medesima. Dunque: 

Se ABC ... AfiV.., ABC ... M'N' ... 
sono due punteggiate projetlive (in 
uno stesso piano), tutte le coppie di 
rette analoghe a .4fiV', Jf’iY si segano 
in punti di una retta fissa , la quale 
passa pei punti delle due punteggiate 
che corrispondono al loro punto d'in- 
tersezione. 

68. Questo teorema, limitalo alle 
tre coppie di punti AA, BB, CC, le 
quali del resto sono afTatlo arbitrarie, 
può enunciarsi cosi : 


45 

Le trasversali s , s’ devono passare 
pel punto comune a due raggi corri- 
spondenti; del resto sono arbitrarie. 
Per es. , possiamo assumere o’ per 
» ed 0 per *' (flg. 46*). Allora il punto 
t'p coincide con U, epperò p' sarà la 
retta Vi”. Parimenti, il punto tq' coin- 
cide con U, cioè anche q non è altro 
che la retta VV. 

Vale a dire: se assumiamo i raggi 
a, a invece delle trasversali t, s‘, il 
punto U" sarà l’intersezione de’ raggi 
p, q' che corrispondono alla VC, con- 
siderala prima come raggio p' del fa- 
scio (/', poi come raggio q del fa- 
scio U. 

Ma nella costruzione del N° pre- 
cedente, il punto U" era il centro 
di projezione per le punteggiate pro- 
spettive s(abcd...), s {ab'c'd' ...). 
Dunque l’attuale punto V" sarà ana- 
loganienle il centro di projezione per 
le punteggiate a {abed...), a{a'b'c'd'...), 
cioè il punto comune alle retto che 
congiungono le coppie di punti ab ed 
ab', a’c ed ac, ad ed ad', ecc. 

Se invece de’ raggi a', a, si adope- 
rano come trasversali altri due raggi 
come b'eb, ovvero c' e c, ..., il punto 
C sarà ancora l’intersezione de’ raggi 
p, q', cioè il punto U" non cambia. 
Dunque : 

Se oèc... mn.. , a'b'c' ... m'n ... 
sono due fasci projetlivi di raggi (in 
uno stesso piano), le rette che uni- 
scono le coppie di punti analoghe ad 
mn’, m'n passano tutte per un punto 
fisso, il quale è l'intersezione de’ raggi 
che corrispondono alla congiungenle 
de’ centri de’ due fasci. 

Questo teorema, ristretto alle tre 
coppie di raggi ao', bb', cc, le quali 
del resto sono affatto arbitrarie, può 
enunciarsi cosi: 
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Se iin esagono AB'CABC (fig. 48^) 
ha i rerlici d’ordine dispari in una 
reità h, e i vertici d’ordine pari in 
un’ultra retta u, le tre coppie di lati 
opposti {AB ed AR, BC e BC , 
CA e CA) si segano in tre punti di 
una retta u" ('). 

69. Se le due punteggiale u , u sono 
prospettive (flg. 50*), i punti P t Q' 
coincidono In un solo punto 0 comune 
alle due rette; allora AA'BB è un 
quadrangolo completo, i cui punti dia- 
gonali sono 0, S (punto dì concorso 
delle AA, BB , ...) ed M (intersezione 
delle AB,A'B) \ perciò (N" 49) le rette 
« , u sono separale armonicamente 
mediante la u" e la OS. Dunque; 

Se due trasversali u, u’ segano un 
fascio di raggi a,b,c,... ne’ punti 
{A, /4 ), {B, B ), {C, C), ... i punti ove 
si segano le coppie di rette AB e AB, 
AC e AC, BC e B’C, ecc., cadranno 
in una retta fissa ti" passante pel punto 
uu; e le u, u saranno separate armo- 
nicamente mediante u" e il centro del 
fascio. 

a) Di qui si cava la soluzione del 
problema : 

Condurre la retta che unisce un 
punto dato M col punto inaccessibile 
dì concorso di due rette date u, u'. 

Per M (fig. 50* e 51*) conducansi 
due rette a segare u\n A, B ed u in 
B', A; dal punto S ove si segano .4^' 
e BB' menisi un’altra retta ad incon- 
trare u, u in C, C. Il punto N co- 
mune alle BC, BC apparterrò alla 
retta domandata u”. 


Se un esagono ab'ca'be' (Gg. 49') ha i 
lati d’ordine dispari concorrenti in un 
punto U, e i lati d’ordine pari con- 
correnti in un altro punto (/', le rette 
coiigiungenti le tre coppie di vertici 
opposti (oò' ed ab, b'c e be', co' e c'a) 
passano per uno stesso punto {T. 

Se i due fasci U, V sono prospet- 
tivi (flg. 52*), i raggi p e q' coinci- 
dono nella retta l'V ; allora aa'bb' è 
un quadrilatero completo, le cui dia- 
gonali sono [/[/, I (sezione comune 
de’ due fasci) ed m (congiungente de’ 
punti ab', a'b) ; perciò (N* 48) i punti 
U , U' sono divisi armonicamente 
mediante il punto C e la retta a. 
Dunque : 

Se una punteggiala è projeltata da 
due punti V, U mediante ì raggi 
(a,o ), (b,b'), (e, c'), ... le rette 
che uniscono le coppie di punti (ab', 
a'b), (ac'.a'c), (be', b'c), ecc., con- 
corrono in un punto fisso V, il quale 
insieme con a divide armonicamente 
UU. 

Di qui si cava la soluzione del se- 
guente problema : 

Costruire il punto che giace in una 
retta tracciata m ed in un’altra retta 
non tracciata, ma individuala da due 
punti dati U, U. 

In m (lìg. 52*) prcndansi due punti, 
i quali uniti ad V diano le rette a, b, e 
uniti ad U le rette V, a, e sulla retta 
t che unisce ì punti aa‘, bb' prendasi 
un terzo punto, che unito ad U, (/'dia 
le rette c, c'. La retta n che unisce i 
punti òc', b'c segherò m nel punto ri- 
chiesto U'. 


(’) Pappo, l. c., lib. VII, I3'J. 
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b) Se le u, u sono parallele (fig. 51*), la costruzione precedente risoWe 
il problema; 

Date due rette parallele^ condurre coiruso della sola riga per un punto 
dato la retta parallela alle date. 


70. Tornando alla costruzione del 
N** 66 (a sinistra), prendasi come cen- 
tro S il punto in cui AA' è segala da 
BB\ e come centro S' il punto co- 
mune alle AA't OC' (fig. 53"). Allora 
la retta u" non sarà altro che la BC^ 
perchè in B si segano i raggi Sfi, S'fi', | 
ed in C i raggi SC, S'C. Perciò si 
costruirà un’allra coppia qualunque 
di punti corrispondenti fi, fi’, osser- 
vando che le rette Sfi, SU devono 
concorrere sulla BC. 

Considerando la figura SSCDUB 
che è un esagono, possiamo enunciare 
il teorema : 

In un esagono , i cui lati 
siano due rette punteggiate 
projeltive e le congiungenti di 
quattro coppie di punti cor- 
rispondenti, le tre rette che 
uniscono a due a due i vertici 
opposti concorrono in uno 
stesso punto. 

71. Nella soluzione del problema 
del N" 66 (a sinistra) se le tre con- 
giungenli AA'y fifi’, OC avessero un 
punto comune S (come caso partico- 
lare, se AA' coincidessero), nel qual 
caso le due punteggiate sarebbero 
prospettive, basterebbe tirare i raggi 
per S e si otterrebbero tutte le coppie 
di punti corrispondenti (fig. 17"). 


Tornando alla costruzione del N"66 
(a destra), prendasi come trasversale « 
la retta che unisce i punti aa', 6ò', e 
come trasversale s' la retta che unisce 
i punti aa, cc (fig. 54"). Allora il punto 
U" sarà l’intersezione 6'c, perchè b' 
i congìunge i punti s6, s'ò', e c con- 
giunge i punti se, se. Perciò si co- 
struirà un’altra coppia qualsivoglia di 
raggi corrispondenti d, cf, osservando 
che i punti sd, sd' devono essere in 
linea retta con b'c. 

Considerando ora la figura sscdd'b' 
che è un esagono, potremo enunciare 
il teorema : 

In un esagono, i cui vertici 
siano i centri di due fasci pro- 
iettivi e le intersezioni di quat- 
tro coppie di raggi corrispon- 
denti, i tre punti in cui si 
segano a due a due le coppie 
di lati opposti sono in linea 
retta . 

Se i tre punti aa’, 66', cc' (N® 66, a 
destra) fossero in una stessa retta s 
(come caso particolare, se aa coin- 
cidessero), nel qual caso i due fasci 
sarebbero prospettivi, basterebbe con- 
giungere i centri de’ due fasci a cia- 
scun punto di s e si otterrebbero 
tutte le coppie di raggi corrispon- 
denti (fig. 18“). 


72. Se le due punteggiate u, u' (N» 66, a sinistra) dovessero essere sovrap- 
poste, cioè se i sei punti dati AA'BB'CC' fossero in una stessa retta (fig. 55*), si 
cominccrebbe dal projettare u da un centro arbitrario S sopra una retta 
arbitraria t/^ , e quindi si opererebbe sulle punteggiate, u = (.dfiC...) , 
U\ =(A^B^C^ ...), cioè sulle coppie di punti {A, yl^), (fi,fi^), nel 

modo insegnato di sopra (N® 66). Trovala una coppia di punti corrispondenti 


iS 

(/), D^) delle punteggiate u, u^, il raggio S'Df determinerebbe in u' il punto L' 
corrispondente a D. 

a) La costruzione sarebbe sempIiGcata, se due punti corrispondenti A, .4' 
coincidessero |fìg. 56*), giacché allora, conducendo uj peCi4, la punteggiala u* 
riesce prospetliTa ad u ; ond’é che, projettata u' dal centro arbitrario S' su 
tii, se le BBf, CC| si segano in S, basterà projettare u da 5 su u^, e quindi Uf 
da S* su u'. 

Lo due punteggiale projeltive sovrapposte u, u' hanno, oltre ad A od A', 
nn altro punto unito, neil’intersezione della retta data col raggio 55'. 

b) Dunque, se il raggio 55' passa pel punto uu|, le due punteggiale pro- 
jeltive u, u' avranno un solo punto unito. Se si volessero costruire in una 
retta data due punteggiate projeltive (sovrapposte), per le quali A A' fosse 
una coppia di punti corrispondenti ed 3/ fosse l’unico punto unito (fig. 56* bis), 
da un punto 5' arbitrario si projetterebbe A' in A^ sopra una retta u^ condotta 
arbitrariamente per il-, indi, costruito il punto 5 comune alle AA^, S'M, per 
trovare il punto B' di u' corrispondente ad un punto B di u, si projetterebbe 
fi da 5 in , e quindi da S' in B'. 

c) Se i due fasci V, U' (N" 66, a destra) debbono essere sovrapposti , cioè se 
i sei raggi dati aabb'cc' passano per uno stesso punto, si comincerà dal segare 
a'6'c' con una trasversale, indi si projetteranno i punti d’intersezione da un 
centro arbitrario Se i raggi projetlanti sono o^b,Cf ..., avremo a con- 
siderare i due fasci non sovrapposti V, (J^, 

Ovvero, potremo segare abe con una trasversale in ABC, ed o’b’e' con 
un’altra trasversale in A'fi’C ; indi si opererà sulle punteggiate ABC ... , 
ABC ... nel modo che si è già esposto. 

Omettiamo le figure corrispondenti a queste costruzioni, affinchè il giovane 
studioso cominci ad esercitarsi a farle da sè. Anche qui si avrebbe una 
notevole semplificazione, se fra i raggi dati ve ne fosse uno unito, cioè se per 
es. a ed a' coincidessero insieme , ecc. 


§ 11. Gasi particolari ed esercizi. 

73. Due punteggiate diconsi simili, se ai punti ABC... del- 
r una corrispondono i punti AB G ... delValtra , in modo che il 
rapporto di due segmenti corrispondenti AB e AB, AC e AC , ... 
sia un numero costante. Se questo numero è l’unità, le punteg- 
giato diconsi uguali. 

Due punteggiato simili sono projottive, perchè ogni rapporto 
anarmonico, come (ABCD), sarà uguale al suo corrispondente 
(A BOB). Oppure: suppongansi le duo rette in uno stesso piano 
(fig. 57‘), e (Ucasi P o Q ì\ punto ad osso comune, secondo che 
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si considera come appartenente ad u' o ad u. Sia poi AA' una 
coppia qualunque di punti corrispondenti ; P il punto di u che cor- 
risponde a P; e Q' il punto di «' che corrisponde a Q. Condu- 
cansi AA" parallela ad ?<', e A' A" parallela ad «. Nei triangoli 
PQQ', PAA’ gli angoli m Q, A sono uguali e racchiusi da lati 
proporzionali, in virtù dell’ipotesi 

PQ _PA _PA 

PQ' fa: AA" • 

Segue di qui che i punti P, Q',A" sono in linea retta; dunque, 
se la punteggiata ABC... si projetta su PQ' in A'B'C ... me- 
diante rette parallelo ad u, e quindi se si projetta la punteggiata 
A'B'C’ ... sulla u' mediante rette parallele ad «, si otterrà la 
punteggiata A'B'C .... 

Se PQ — PQ', cioè se la retta PQ' fa angoli uguali colle rette 
date, le punteggiate u, u' sono uguali. 

Al punto airinfinito di u corrisponde il punto aU'infinito di 

74 . Viceversa: se i punti all’ infinito I,P di due punteggiate 
projettive «, u' sono corrispondenti, le punteggiate sono simili. 
Infatti (fig. 57*), se si projetta u da 1', ed u' da / (come nel 
N° 67, a sinistra), si ottengono due fasci di raggi paralleli, ne’ 
quali i raggi corrispondenti si segano sulla retta fissa it". I seg- 
menti A“B" di m' risultano allora proporzionali si ai segmenti 
AB di w , sì ai segmenti A'B: di u' ; epperò i segmenti AB di u 
sono proporzionali ai segmenti A'B: di u'. 

0 altrimenti : se AA', BB, CC sono tre coppie di punti corri- 
spondenti,’ e se I, r sono i punti airinfinito, avremo l’uguaglianza 
de’ rapporti anarmonici (N" 58) 

{ABCI) = {AB'C'P), 

ossia, perchè I, T sono all’infinito (N“ 53, e), 

AC A'C 
'BC~BC’ 


equazione che esprime appunto la proporzionalità de’ segmenti cor- 
rispondenti. 

4 Cmhoka, Elem. di Geom. projetl. 
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Eskhpi. — Segando un (ascio di raggi (il cui centro sia a distanza finita) 
con due trasrersali parallele, si hanno due punteggiale simili. 

Due sezioni qualisivogliano di un fascio di raggi paralleli sono punteggiate 
simili. 

In entrambi questi esempi, le punteggiate sono anche prospettive; il punto 
unito è a distanza infinita nel primo caso, a distanza finita (in generale) nel 
secondo. 

75. Due fasci projettivi di raggi, i cui centri siano l’uno e l’altro 
all’infinito, diconsi simili, se una sezione doU’nno ò simile ad una 
sezione dell’altro. Allora due altre sezioni qualisivogliano de’ due 
fasci saranno puro simili fra loro. 

76. DaH'eguaglìanza de’ rapporti anannonici si deduce che due 
punteggiate uguali sono projettive 61); e che viceversa due 
punteggiate projettive sono uguali (N“ 53, g) tostochè siano uguali 
i segmenti corrispondenti compresi fra i punti di due terno ABC, 
A'B'C corrispondenti, cioè A'B' = AB, A’C ~ AC (epperè 
B'C' = BC). 

Esempi. — Se un fascio di raggi paralleli è segalo da due trasversali ugual- 
mente inclinate ai raggi, si ottengono due punteggiale uguali. 

Se un fascio di raggi (non paralleli) è segalo da due trasversali parallele ed 
equidistanti dal centro del fascio, le due punteggiate che ne risultano sono 
uguali. 

77. Due punteggiale simili sovrapposte , avendo già un punto unito N a 
distanza infinita, ne hanno un altro M, che in generale è a distanza finita. Se 
AA', BB' sono due coppie di punti corrispondenti, si avrà: 

MA : MA' = AB : A'B' = cosi.» , 

onde basterà dividere il segmento AA' in due parti JIM, MA' aventi fra loro 
un rapporto dato. 

La frazione MA : MA' è (N" 53, e) il rapporto .inarmonico (M/t'3/iV). Se il 
suo valore è — 1, il gruppo ,4.4'.M.V sarà armonico (N 54), cioè M sarà (N° 51) 
il punto di mezzo di j 4.4' e d'ogiii altro segmerjto analogo Be', ...; vale a dire 
le due punteggiate sono cosliluìle dalle coppie di punti equidistanti da un 
punto fisso M. 

Ma se quel rapporto costante ha il valore -f- 1 , cioè se MA ed MA' devono 
essere uguali di grandezza e di segno, il punto M sarà all’ infinito. Infatti, 
dall’essere (.4/l'J/.V) = 1 segue (iVJ//tM) — 1 (N“ 56), epperò (N" 51, e) i 
punti M, N coincìdiino insieme. 

Che due punteggiale projettive sovrapposte, dotate di un 
solo punto unito, posto a distanza infinita, siano uguali, ri- 
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sulta anche dalla costruzione del N* 73, 6 (lì;. 56* bit). Se il punto SI va 
all’infinito, le relle SS', AfBf ilivpn;nno parallele alla rolla data u od u* 
(fig. 56* ter); e siccome i triangoli S'A^IÌf hanno una base comune, 

parallela alla retta dei vertici, i segmenti intercetti ila essi in qualunque paral- 
lela alla base saranno uguali; dunque AB — A'D", ossia due segmenti 
corrispondenti sono ugnali; epperò ecc., cioè il seg- 
mento fra due punti corrispondenti è costante. I.e due pun- 
teggiate si possono dunque supporre generate da un segmento AA' dato di 
grandezza e senso, il quale scorra su di una retta data; il termine A descrìve 
l'una punteggiata, il termine A' descrive l’altra. 

Viceversa, è evidente che, se un segmento /4/4'dato di grandezza e senso 
scorre su di una retta data, ì suoi termini .4, A' de.scriveranno due punteg- 
giate uguali , epperò prnjetlive, dotate di un solo punto unito, che sarà a 
distanza ìurinita. 

78. Due fasci di rag^i diconsi uguali, se agli elementi del- 
l’uno corrispondono ordinatamente gli elementi dell’altro, in modo 
che l'angolo di due elementi qtialisivogliano della prima forma sia 
sempre uguale aU'angolo degli elementi corrispondenti. 

£ evidente che due fasci itguali si possono segare con due trasver- 
sali in modo che le punteggiate risultanti siano uguali; ma due 
punteggiate ugnali sono sempre projottive; dunque anche due 
fasci uguali sono sempre projettivi. 

Viceversa, due fasci projettivi di raggi àbcd...., a'h'c'd' .... sa- 
ranno uguali quando tre raggi àbc dell’uno e i tre corrispondenti 
raggi a'b'c' dell'altro costituiscano due figure uguali : il che si di- 
mostra ancora segando i due fasci con due trasversali, in modo 
che le sezioni ABC, A'B'C dei gruppi abc, a'b'c siano uguali. 
Le punteggiate projettive che ne risultano sono uguali (N° 76), 
epperò sono uguali anche gli altri angoli corrispondenti ad ed a'd', .... 
de’ fasci proposti. 

71). Poiché due forme (due punteggiate o due fasci) uguali sono 
sempre projettive, così possiamo concludere che, se una punteg- 
giata 0 un fascio vien trasportato nello spazio, senza che si alteri 
la scambievole giacitura de’ suoi elementi , la punteggiata o il fascio 
nella sua nuova posizione sarà, projettive alla forma stessa nella 
posizione primitiva. 

80. Dati in uno stesso piano due fasci uguali di raggi àbcd..., 
a'h'c'd' ..., se un raggio dell’un fascio ruota intorno al suo centro 
descrivendo il fascio medesimo, il raggio corrispondente descriverà 
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l’altro fascio con una rotazione dello stesso senso o di senso op- 
posto. Nel primo caso i due fasci diconsi direttamente uguali, 
nel secondo inversamente uguali. 

a) Nel primo caso, è evidente che gli angoli aa', cc',... 
sono tutti uguali (in grandezza e in senso). Perciò due raggi cor- 
rispondenti 0 saranno sempre paralleli o non lo saranno mai. 

h) Nel secondo caso , due angoli corrispondenti ah , ab' sono 
uguali in grandezza, ma di senso opposto. Perciò, se si trasporta 
l’un fascio parallelamente a sò stesso, sinché i due centri coin- 
cidano, le bissettrici degli angoli di due raggi corrispondenti a, a' 
saranno evidentemente i raggi uniti de’ due fasci sovrapposti, che 
sono ancora projettivi (N® 79); donde segue che questi raggi sa- 
ranno anche le bissettrici degli angoli di qualunque altro pajo di 
raggi corrispondenti. Perciò, se i due fasci si suppongono di nuovo 
non concentrici, essi hanno due coppie di raggi corrispon- 
denti paralleli; e i due raggi in ciascun fascio sono fra 
loro perpendicolari, giacché hanno le direzioni delle bissettrici 
degli angoli d’una coppia qualunque di raggi corrispondenti. 

81 , Se due fasci di raggi abcd..., a'b'c'd'.,. sono projettivi, e 
se sono uguali in grandezza e in senso gli angoli òò', cc' di 
tre coppie di raggi corrispondenti , avrà la stessa grandezza e lo 
stesso senso anche l’angolo dd' di due altri raggi corrispondenti 
qualunque. Infatti, si trasporti il primo fascio parallelamente a 
sé stesso, finché riesca concentrico al secondo; e poi si faccia 
girare lo stesso primo fascio intorno al centro comune, di un an- 
golo uguale ad aa': allora i raggi a^h^c coincideranno rispetti- 
vamente coi raggi a', b', c',; e i due fasci, che non cessano d’essere 
projettivi (N“ 79), avranno tre raggi uniti, e conseguentemente 
(N® 64) ogni altro raggio coinciderà del pari col suo corrispon- 
dente, Dunque , restituendo il primo fascio alla sua primitiva po- 
sizione, l’angolo dd' sarà uguale ad aa'. 

82 . Dall’essere uguali gli angoli au', hb', cc ', ... in due fasci di- 
rettamente uguali consegue che due fasci direttamente uguali, i 
quali abbiano lo stesso centro 0, si possono supporre generati 
dalla rotazione di un angolo aa' di grandezza invariabile intorno 
al suo vertice fisso 0 : Tun lato a genera l’un fascio, l’altro lato 
a’ l’altro fascio. 

Viceversa, se un angolo di grandezza invariabile gira intorno 
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al proprio vertice, i due lati generano duo fasci (direttamente) 
uguali, epperò projettivi. È evidente che questi fasci projettivi non 
hanno alcun raggio unito. 

Segando i due fasci con una trasversale, si otterranno in questa 
due punteggiate projettive sovrapposte, senza punti uniti. 

Le cose esposte ai N* 78-81 per due fasci di raggi contenuti in uno stesso 
piano si potrebbero ripetere senza mutazione alcuna per due fasci di piani 
nello spazio a tre dimensioni. 

83 . Due punteggiate projettive sovrapposte in una stessa retta, ABC... , 

ABC ... vengano projettate da due centri diversi IT, V, mediante i fasci 
die..,, a'ft'c' .... Siano i,jf i raggi paralleli alla retta data, passanti rispettiva- 
mente per V,U\ ed i’,j i raggi corrispondenti a quelli. I punti I‘,J, ne’ 
quali gli ultimi due raggi segano la retta data saranno pertanto i punti che 
corrispondono al punto airinfinito (/ oJ ) della retta data, secondo che 
questo si consideri come punto della punteggiala ABC ... , o come punto 
della punteggiata ABC .... 

Per la projettività di due gruppi corrispundenti abbiamo (N° 59) un'egua- 
glianza di rapporti anarmonici, dalla quale si deduce 

JA.IA'=:JB.lB = cost.^ (1) 

cioè il prodotto JA . lA è una quantità costante, qualunque sia la coppia 
AA. Sia 0 il punto di mezzo del segmento ìì\ ed 0' il punto che corrisponde 
ad 0 riguardato come punto della prima punteggiata. Siccome l'equazione (I) 
sussiste per ogni coppia di punti corrispondenti, epperb anche per 00', 
cosi avremo 

JA.rA = JO.rO', ' ( 2 ) 

ossia (0.4 — OJ) (OA — 01) + OJ {OO — Of) = 0 , 

e siccome 01' =. — 0J, 

cosi nA.OA' — OriOA — OA + OO')=0. (3) 

a) Ora si domandi se vi sono punti uniti; detto E un punto siffatto, 
l’equazione precedente avrà luogo ponendo E in luogo di A ed .4', onde 

or . 00' . ( 4 ) 

Di qui risulta che, se 01' .00' è positivo, cioè se 0 non si trova fra f ed 0', 
vi sono due punti uniti E, F, che hanno 0 per ponto di mezzo e separano 
armonicamente i punti I' , 0' (N° 55, b). 

Se 0 si trova fra /' ed O, non vi sono punti uniti. » 
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Se 0' coincide con 0, tì è un solo punio unito, che è il punto 0. 

i) Imaginiamo le due punteggiale descritte ciascuna da un punto che corra 
sempre nello stesso senso (*|. Se l'uiia è percorsa nel senso ABC, l’altra sarà 
percorsa nel senso A'B'C, i quali due sensi o sono uguali o sono opposti. 

Se sono opposti i sensi ABC, A’B'C, sar.nnno tali anche IJA,I'fA'; il 
segmento Unito JA e il segmento intinito l'A' hanno sensi opposti, cioè i seg- 
menti finiti JA, l'A' hanno lo stesso senso. In virtù della (1), anche JO, TO' 
hanno allora lo stesso senso; dunque 0 non cade Tra V ed 0' tfig. 58*, a), 
epperò vi sono due punti uniti. Siccome OC è media proporzionale fra OT, 
00', cosi i punti uniti cadono fuori del segmento finito JT. 

Se i sensi ABC, A'B'C sono uguali, si arriva analogamente alla conseguenza 
che X<4 e TA', e cosi 761 e TO' hanno sensi opposti. Allora vi saranno punti 
uniti, se 0 non è fra T, 0', cioè se 0' è fra 0 ed /' (lig. 58*, 6). Siccome OE 
è media proporzionale fra OT, 00', cosi i punti uniti cadono entro il seg- 
mento 7/ . 

c) Se vi sono due punti uniti E, F (fig. 50*), conducasi per E una retta 
ad arbitrio, e da due punti S, S' presi in essa si projeltiiio rispettivamente le 
due punteggiale. 1 due fasci sono prospettivi, a cagione del raggio unito 
SES’\ perciò i raggi corrispondenti Si4 ed S'j4', SB ed S’B ', ... SF ed S'F si 
segheranno in punti di una retta passante pur F. 

Sia E" il punto in cui questa ' retta sega S.S' ; allora saranno EFAA', 
EFBB' le proiezioni di Eh"SS' risp. dai centri A",B"‘, dunque i gruppi 
EFAA' , EFBB sono projellivi; vale a dire il nipporto aiiarmonico del 
gruppo formato dai due punti uniti e da due punti corrispondenti qualun- 
que è costante. Dunque : 

Due forme proiettive sovrapposte, dotate di due elementi 
uniti, sono costituite dalle coppie d'elementi che con due 
elementi fissi dànno un rapporto anarmonico costante (2). 

d) Se non vi sono punti uniti, cioè se 0 si trova fra 0' ed /' (fig. 60*), si 
innalzi in 0 una perpendicolare Olì alla retta data, dì tale lunghezza che sia 
OV inedia proporzionate fra TO ed 00' ,- cioè che l'angolo TUO' sia retto. Con- 
dotta inoltre per U la lUJ' parallela alla retta data, avremo l'angolo lOT 
uguale all'angolo 71/7', e l'angolo OUO' uguale ad OI'U epperò ad JVT. 
Dunque ne' due fa.sci projettìvi, che da U priji'tlano le due punteggiate date, 
sono uguali gli angoli lUT, JUJ', OUO' di tre coppie di raggi corri.'ipondenti ; 
la sles.sa grandezza e lo stesso scuso avranno pertanto (N° 81) gli angoli AVA', 
BVB, ... (5). Concludiamo : 

Due punteggiate projettive sovrapposte senza punti unitisi 
possono sempre considerare come generate dalle intersezioni 

\ 

(') Cfr. STEinER, /. c., p. 61. 

(*; La costruzione che precede risolve il problema : date due coppie di punti eorri- 
spondentì A A', BB' e un punto unito £, trovare l'altro punto unito. 

Cj CnosLts, l. C; p. ttu. 
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della retta data coi lati di un anprolo dì grandezza costante, il 
quale ruoti intorno al suo vertice fisso. 

84. Si è veduto (N’ 66) come si risolva in generale il problema: date tre 
coppie di elementi corrispondenti di due forme (di 1* specie) projettive , 
costruire quante altre coppie si vogliano, ossia costruire Telemento di una 
forma che corrisponda ad un elemento dato dell’altra. Lo studioso potrà ora 
trattare per esercizio i seguenti casi particolari : 

1° Le forme siano due punteggiale u, u’ non sovrapposte; e le coppie 
d’elementi dati siano 



P e F, 

Q e 0' ('), A ed A 

h) 

P e P\ 

A ed A, 

7? e F 

c) 

l ed r. 

J e 

P e P' 

rf) 

I ed i'. 

J e J\ 

A ed A 

Ó 

/ ed /', 

P e />', 

Q e (?' 

f) 

I éd 

P e P, 

A ed A 

a) 

/ ed 7', 

A ed A, 

B e B' 


2° Se le punteggiale sono sovrapposte, risolvere i problemi d) e g). 

3" Se le forme sono due fasci (di raggi) non concentrici, risolvere i pro- 
blemi correlativi ad a) e b). 

4* Uno de’ fasci abbia il centro aH’infinilo. 

5° Entrambi i fasci abbiano i centri airinfinito. 

85. Si dimostri il seguente teorema : 

Se i tre vertici A, A, A' di un triangolo variabile scorrono su tre rette 
fisse u,m', «" concorrenti in un punto, e se due lati AA’,A'A ruotano 
rispettivamente intorno a due punti fissi 0, 0', anche il terzo lato AA pas- 
serà per un punto fisso 0", situalo nella retta 00'. 

Basterà mostrare che i punti A, A, A" nel loro movimento descrivono tre 
punteggiale, che a due a due sono prospettive. Ovvero, si osserverà che a 
due posizioiii del triangolo variabile si può applicare il teorema del N® 12. 

Stabilito questo teorema, si deduce tosto il seguente corollario: 

Se i vertici di un quadrangolo variabile AA'A’A" scorrono su quattro 
rette fisse, concorrenti in un punto 0, mentre Ire lati AA, AA‘,A"A" 
girano atlorno a tre punii fissi C, B'", B', anche il quarlo lalo A"’A e le 
diagonali AA", A A"' passeranno per allri tre punii fissi C", C", B", deter- 
minali dai primi. 1 sei punti fissi sono i vertici di un quadrilatero completo, 
vale a dire, essi sono a tre a tre allineali su quullro rette (lìg. 61‘). 

E nello stesso modo si deduce il corollario analogo, relativo ad un po- 
ligono di n vertici. 

(’) Pi P', Q» (?^ B Pf Py P hanno i significati espressi al N» 66. A, B , ... sono punti 
dati ad arbitrio. 
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86. Trorema. — Se ad un triangolo ^ circoscritto un altro tri- 

angolo 0^020^, esistono iniinili triangoli che sono inscritti nel primo e cir- 
coscritti al secondo (tig. 62 "). 

Infatti, se projetto la punteggiata 1 / 2^5 ^^2 c da O3, avrò i fasci 

prospettivi 

^^2 ^2^ ^3» •••)> 0^ (Ui , U2, U^, 

e similmente, se da e da 0^ projetto la punteggiata ... , avrò i fasci 
prospettivi 

Of U2, U ^, ...), O5 (Uf, U2, ...). 

Dunque sono projettivi i fasci 

0^{U,,U2,U^,...), 02 (f/^,i/ 2 ,(/ 3 , ...); 

ma i raggi O^U^, O 2 U 3 coincidono, vale a dire, questi due fasci sono pro- 
spettivi, e la loro comune sezione è lJ^U2^ Abbiamo dunque i tre fasci 
Oi, O2, O5 che presi a due a due sono prospettivi ed hanno per sezioni 
comuni 

il primo ed il secondo la retta U^fJ2, 
il secondo ed il terzo la retta U2^s, 
il terzo ed il primo la retta . 

Ciò significa che ogni terna di raggi corrispondenti formerà un triangolo 
circoscritto ad 0^020^ ed inscritto in UiU2U^ (^). 

87 . Teorema. — Una retta mobile intorno ad un punto fisso U sega due 
rette fisse u, u' ne’ punti Ay A'y supposti inoltre dati due punti S, S ' in linea 
retta col punto uu', il punto M comune alle 5 / 1 , S'A' descrive una retta 0 , 

Si dimostra osservando che i punti A, A' generano due punteggiate pro- 
spettive ; e che per conseguenza sono prospettivi anche i fasci generati dai raggi 
mobili S/l, SM' (Ni 35 e 62 ). 

Si enunci e si dimostri il teorema correlativo. 

88. Teorema. — Uy S, S' sono tre punti dati in linea retta ; intorno ad U 
ruota una trasversale che incontra due rette fisse u, u' in due punti /l. A'; il 
punto M comune alle SA, S'A' genera una retta passante pel punto un' ( 3 ), 

Dimostrazione analoga a quella del teorema precedente. 

Questo teorema si può enunciare anche cosi ; 

Se i tre lati di un triangolo variabile AA'M ruotano intorno a tre punti fissi 
Uy Sy S', situati in linea retta, mentre due vertici A, A' si muovono su due 
rette date u, u", anche il terzo vertice M descriverà una linea retta (“*). 

{’) Stkiner, L c.y p. 85. 

(») Pappo, l. c., lib. VII, t38, 13P, Ut, U3.— Cfr. Chasles, /. c., p. 242. 

(‘) Ca^SLES, l. c.y N“ 334. 

(*) Porisma di Euclide. Cfr. Pappo, l. c.y prefazione al lib. VII. 
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In modo aflatto simigliante si dimoslra Tenunciato più generale : 

Se un poligono di n lati si deforma in modo che tutt’i suoi 
lati passino per altrettanti punti fissi, situati in linea retta, 
mentre n— 1 tortici scorrano su rette fisse, anche Tultimo 
tertice, c il punto di concorso di due lati non consecutivi 
qualisivogliano descriveranno linee rette (*). 

La proposizione correlativa è indicata al N° 85. 

89. PnoDLEHA. — Per un punto P dato nel piano di un parallelogrammo 
ABCD condurre, coll'uso della sola riga, la parallela ad una retta EF si- 
tuata nello stesso piano. 

Siano (hg. 63*) E, F i punti in cui la retta data incontra i lati AB, AD; 
preso ad arbìtrio un punto A' in AC, tirinsi lo Eh', FK, le quali seghino 
rispettivamente CD, BC in G, lì. I triangoli AEF, CGH sono umologici (N° 16), 
perchè le congiungenti AC, EG, FH concorrono in if; e l’asse d’omologia è 
la retta all'inRnito, perchè i lati AE, AF del primo triangolo sono ordina- 
tamente paralleli ai corrispondenti CG, CH del secondo. Dunque sono paral- 
leli anche i lati rimanenti EF, GII (^). 

Ora il problema è ridotto ad un altro che è già stato risoluto (N°69, è), 
vale a dire : date due rette parallele EF, Gli, condurre per un punto dato 
P la parallela alle date. 

Ecco un’altra soluzione, dovuta a Lambert (^). Sì prolunghino (fig. 64*) i 
lati AB, BC, CD, DA e una diagonale AC del dato parallelogrammo sino 
ad incontrare EF ne’ punti E, F,G,H, I; tirisi ad arbìtrio una retta per 
l, che seghi le EP, GP in .4', C‘ ; se 0 è il punto di concorso delle HA', 
FC, sarà PQ la retta domandala. 

Inflitti ; indicati con B', D' i punti ove EP, GP segano rispettivamente 
FQ,HQ, i quadrilateri ABCD , A'B'C'D' sono omologici, essendo £i<' l’asse 
d'omologia; il punto P corrisponde al concorso delle j 4.8, CZ); e il punto ^ 
al concorso delle BC, AD. Dunque PQ è la retta-lìmite della seconda figura, 
epperò PQ è parallela ad EF (N° 16). 

a) Problema. — Dato un circolo ■ il suo centra, tirare coU’nso della sola 
riga una perpendicolare ad una retta data. 

Conducansi (fig. 65*) nel circolo due diametri AC.BD; la figura ABCD 
sarà un rettangolo. Quindi, assunto ad arbitrio un punto K della circonfe- 
renza, si potrà, mediante la proposizione che precede, tirare A'L parallela alla 
retta data EF. .Allora, congiungendo il secondo punto L, comune alla KL ed 
alla circonferenza, col secondo termine M del diametro che passa per A’, 
sarà evidentemente L4/ perpendicolare a KL, epperò anche alla retta data. 

h) Problema. — Una retta AC è divisa per metà in £; si vuol dividere 
BC in n parti uguali, usando della sola riga. 

(’) Porisma di Pappo, l. c., prefazione al lib. Vlf. 

(•) PoMCELET, Propriétét projecUves (Paris 1829), N» 498. 

(•) Freie Perspective (Ziirich 4774), t. 2», p. 469. 
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Costruiscasi (fig. 66*) un quadrilatero VT.DN, del quale due lati opposti 
DL, NU concorrano in yl, gli altri due LV, DN in C, e una diagonale DU passi 
per B; l’altra diagonale L.V sarà parallela ad AC (N^S^e bisecata da DV 
in Af(N'’48). Costruiscasi ora un secondo quadrilatero VMEO, sotto le stesse 
condizioni del precedente, di piò, che siano M un estremo ed N il punto di 
mezzo della diagonale parallela ad AC\ o in altre parole: conducansi le 
AM, BN che si seghino in E, e la CE che seghi in 0 il prolungamento di 
LN, sicché risulterà NO — MN—LM. Si costruisca ora un terzo quadri- ' 

lateru analogo ai primi due, in modo però che siano N un estremo ed 0 
il punto di mezzo delia diagonale parallela ad AC. Se P è il secondo estremo 
di questa diagonale, avremo adunque OP—NO — MN—LM. Si continui 
nella stessa guisa sinché il numero de’ segmenti uguali LM, MN, NO, OP , ... 
sia uguale ad n ; se PQ é l’ultimo segmento ottenuto, tirinsi le LB, QC che 
concorrano in Z; le rette che congiungono Z ai punti M, N, 0, P, ... divi- 
deranno BC in n parti, come si voleva (<). 

Cosi pure si risolvono coll’uso della soia riga i seguenti problemi : 

Date due rette parallele AB ed «, dividere AB per metà (N" 5i). 

Data una retta AB divisa per metà in C, condurre per un punto datola 
parallela ad AB (N** 51). | 

Dato un cerchio ed il suo centro, dividere per metà un angolo dato (N® 52). ► 

Dati due angoli uguali ed adjacenli AOG, COB, condurre per 0 la per- 
pendicolare ad OC (N“ 52). 

90. Teorema. — Quando due triangoli ABC, A'B'C, situati in piani dif- 
ferenti <f, ff', sono prospettivi, se si fa girare il piano dell’uno di essi intorno ! 

alla retta a<r', il punto 0, dove concorrono i raggi AA’, BB', CC, mutando di f 

posizione, descrive un cerchio il cui piano é perpendicolare alla retta ffc' (2). 

Siano D, E,F (fig. 158"') i punti della retta aa' ne’ quali concorrano le ! 

coppie di lati corrispondenti BC e B'C, CA e C'A\ AB e A'B' (N“ 12). Per 0, j 

centro di projezione de’ due triangoli ABC, A'B'C, considerali in una posi- • 

zione determinata de’ loro piani, si conducano le rette SG, SH, SK ordinata- 
mente parallele ai lati del triangolo A'B'C', queste rette, trovandosi in uno j 

stesso piano tt, parallelo a a, incontreranno il piano a in tre punti G, H, K > 

della retta 7r<y. 

Imaginiamo ora che il piano a ruoti intorno alla retta aa, trascinando con 
sé il triangolo yTft’C'. Il gruppo di quattro punti BCDG é prospettivo al gruppo 
B'C OC, dove C indica il punto airinfinito di B'C; perciò il rapporto anar- 
monico {BCDG) è uguale a {B'CDG'), ossia (N" 53, e) a B'D : CD, quantità 
costante. Dunque, essendo B, G, D tre punti fissi, anche G sarà un punto de- 
terminato ed invariabile (N’' 53, g). 


(*) Questi ed altri problemi da risolversi colla soia riga si trovano nella citata opera 
di Lambert. 

(*) Cbasles, I. c., N' 368, 369. 
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I triangoli simili OBG, B"BD dènno poi 


B9 


donde 


OG:BD = BG:BD, 


OG = 


B'D . BG 
DO 


vale a dire OG è una qnanlilà coslanle. Ciò significa che il punto 0 si muove 
sopra una sfera di centro G, il cui raggio è la costante anzidetta. 

Nello stesso modo si dimostra che il punto 0 si muove sopra due altre sfere, 
i cui centri sono i punti H, K. 

La linea descritta dal punto 0, dovendo trovarsi simultaneamente sopra più 
sfere, è adunque una circonferenza, il cui piano sarà perpendicolare alla retta 
contenente i centri delle sfere, ed il cui centro sarà situato in questa mede- 
sima retta (<). 

Questa retta GHK, comune ai piani rr, e, epperò parallela alla aa (giacché 
i piani ir, a' sono paralleli) è la retta di fuga o retta-limite della figura e, ciin- 
siderala come imagine prospettiva della figura a' (N^ 11). 

91. TsonEMA. — Due fasci pmjVttivi, aventi lo stesso centro 0, posti in 
uno slesso piano a e privi di raggi uniti, si possono considerare come imagine 
prospettiva di due fasci direttamente uguali {-). 

Taglinsi ì due fasci con una trasversale s; ne risulteranno due punteggiate 
projetlive ..., /i’fi'C ..., sovrapposte e prive di punti uniti. Conducasi 
pera un piano a' ad arbitrio; in esso si può determinare un punto f/(N‘‘83,d), 
dal quale i segmenti AA\ BB\ CC , ... si pmjettino tutti sotto angolo co- 
stante; vale a dire, projeltando le due punteggiale da U, si otterranno due 
fasci direttamente uguali. Se ora si ponga l'occhio in un punto qualsivoglia 
della retta OU e da esso si pmjettino sul piano a' i fasci dati, si otterranno 
appunto i fasci uguali anzidelti. 


§ 13. Inyolnzione. 

92. Sia 0 il contro di duo fasci projettiri concentrici (fig. 67»), 
i quali siano rìspettiramente segati dalle trasversali u, u', sicché 
ne risultino le punteggiate projettivo ABC...., A'B'C'....; e sia 
poi u' la retta sulla quale si segano lo coppie di rette AB' ed 
AB,... (N“ 67, a sinistra). Un raggio (non unito) condotto ad 
arbitrio per 0 segherà «, m' in due punti non corrispondenti A,B'\ 
e incontrerà u" in un punto della retta AB. Donde segue che al 
raggio OA del primo fascio corrisponde il raggio OA dell’altro; 

C) Baitzeii, Slereom., p. 3t. (*) Cmsixs, l. c., V 480. 
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e al raggio Olf di questo il raggio OB di quello; cioè ad uno 
stesso raggio OA od OF, secondo che si consideri come appar- 
tenente all’uno 0 all’altro fascio, corrispondono due raggi OA', 
OB, che sono distinti fra loro: infatti la rotta A'B, dovendo in- 
contrare AF sulla m", non può passare pel punto 0, che si sup- 
pone non situato in m". 

Dunque, in generale, in due forme (i) projettive (di 
1* specie) sovrapposto, ad uno stesso elemento corrispon- 
dono due elementi distinti, secondo che quello si ri- 
guardi come elemento dell’una o dell’altra forma. 

Diciamo, in generale, perchè la dimostrazione che precede 
suppone che 0 sia fuori di u". 

93. Ma se 0 è in «' (fig. 68‘), condotto per 0 un raggio ar- 
bitrario che seghi « , «' in A, F, anche la retta A'B passa per 
0; cioè al raggio OA od OB' corrisponderà uno stesso raggio OA' 
od OB‘, il che esprimeremo col dire che i due raggi si corri- 
spondono in doppio modo, o anche che i due raggi sono 
coniugati. 

Viceversa , si supponga che i duo fasci projettivi concentrici ab- 
biano una coppia di raggi che si corrispondano ira loro in doppio 
modo. Segando i duo fasci con due trasversali u, diciamo A, B 
i punti in cui queste incontrano il primo raggio; il secondo raggio 
sarà incontrato in B, A'. La retta u", luogo dei punti ove si segano 
le coppie di congiungenti MN', M'N (N" 67), relative alle pun- 
teggiate projettive u,u', passerà per 0, perchè in questo punto si 
incrociano le AF, A'B. Conducendo allora per 0 un raggio arbi- 
trario che seghi le trasversali per esempio in C, B, la retta C'J) 
passerà %nch’essa per 0 ; cioè anche i raggi OCD', OJ)C si corri- 
sponderanno in doppio modo. Dunque: 

Se due forme projettive (di 1* specie) sovrapposte 
hanno una coppia di elementi che si corrispondono in 
doppio modo, anche in tutte le altre coppie d’elementi 
corrispondenti, questi si corrisponderanno in doppio 
modo. 

(') Diciamo dne forme, perchè il dlacorao fatto qoi per doe fasci di raggi di centro 
0 si poi ripetere del tatto analogamente per dae panteggiate sovrapposte, o per doe 
fasci di piani aventi lo stesso asse, al che si arriva anche tagiiando i due fasci di raggi 
con una trasversaie, ovvero projettaodoli da on centro preso fuori del loro piano. 
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94 . Questo caso particolare di due forme projettive (di 1* specie) 
sovrapposte si denomina involuzione (i): involuzione di punti o 
di raggi 0 di piani, secondochè gli elementi sono i punti di una 
retta, o i raggi di un fascio, o i piani di un fascio. 

Nell’involuzione, adunque, gli elementi sono conjugati 
a due a due; cioè ogni elemento ha il suo conjugato; si consi- 
deri il primo come appartenente alluna o all’altra forma, il cor- 
rispondente è in entrambi i casi il coiyugato. Da ciò segue che la 
considerazione delle due forme riesce superflua, e che l’involu- 
zione può essere concepita come una serie di coppie di 
elementi conjugati a due a due. 

Se si dirà che AA' . BB . CC .... è un’involuzione, s’intenderà 
. di esprimere che A ed A', Be B', C q C, ... sono elementi conju- 
gati ; del resto ogni elemento potrà essere scambiato col suo conju- 
gato, così che saranno projettive le forme 

AA'BB'CG ' ... 

A'ABBCG ... . 

96. Siccome l’involuzione non è che un caso particolare di due 
formo projettive sovrapposte, così qualunque sezione o proje- 
zione di un’involuzione produrrà di nuovo un’involu- 
zione (*). Da due elementi conjugati dell’involuzione data nascono 
due elementi conjugati della nuova. 

90. Quando le due punteggiate projettive sovrapposte sono in 
involuzione, come ad un punto qualunque, così anche al punto al- 
l’infinito (J 0 J’) corrisponde un punto unico {!' o J); ossia i 
punti T e J coincidono in un punto solo, che diremo 0: punto 
che è il conjugato di quello che è all’inflnito. L’equazione (1) del 
N* 83 diviene allora 

OA . OA' = cost.' 

Cioè un’involuzione di punti è costituita dalle coppie di punti 
A, A' pei quali ha luogo la proprietà che il prodotto delle loro 
distanze da un punto fìsso 0 (della retta data) sia una costante (^). 
D punto fisso 0 dicesi centro o punto centrale dell’involuzione. 

(’) Desargdes, Brouillon project d'urte atteinte aux evénements dee rencontree 
itun txine uvee un pian (Paris 1639): ediiione Pouoiu (Paris 1864), l. I, p. 119. 

(*( Oesargoes, l . c ., p. 147. (') Desarcdes, l . c., p. 112, 119. 
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a) Gli elementi uniti di dne forme projettive sovrapposte, se queste 
formano un’involuzione, diconsi elementi doppi dell’ involuzione. 
Per l'involuzione AA ' . BE' ... avendosi OA . OA' = OB . OB = ... 
= ad nna costante, se questa costante è positiva, cioè se 0 non 
cade fra due punti coqjugati, vi saranno due punti doppi .E, F, 
tali che 


OÉ = 0^*= OA . OA' = OB . OB' = 


cioè 0 è il punto di mezzo del segmento EF; e i grappi EFAA', 
EFBB ,... sono tutti armonici. Dunque: 

Se un’involuzione ha due elementi doppi, questi se- 
parano armonicamente due elementi conjugati qualisi- 
vogliano, ossìa l’involuzione è costituita dalle coppie di 
elementi che formano con due elementi fissi un 
gruppo armonico. 

h) Se la costante è negativa, cioè se 0 cade fra due punti coniu- 
gati, non vi sono punti doppi. In questo caso vi sono due punti 
conjugati EE' equidistanti da 0, pei quali cioè si ha 0E= — OE' 
ed WÌ^'Óe' = — 0E. OE' = — OA.OA'. 

c) Se la costante è zero, il solo punto 0 è doppio ; ma allora non 
vi è involuzione propriamente detta, perchè, dovendo essere nullo 
il prodotto OA . OA', ogni coppia di punti conjugati ha un punto 
coincidente con 0. 

97 . Che nell’involuzione dotata di due elementi doppi, questi 
siano separati armonicamente mediante due elementi conjugati qua- 
lunque, si può dimostrare anche cosi. Se E, F sono i due elementi 
doppi, ed A, A' due elementi conjugati, il gruppo EFAA' sarà 
projettivo al groppo EFAA, epperò (N° 65) questo o quel grappo 
è armonico. 

Ovvero anche così. Consideriamo EAA ... , EA'A ... come dne 
punteggiate projettive, e projettiamole rispettivamente da due punti 
S, S in linea retta con E (fig. 69*). I fasci projettanti S{EAA ...), 
S {EAA...) sono prospettivi a cagione del raggio unito SSE\ 
dunque la retta che unisce il punto comune alle SA, SA, col 
punto comune alle SA, S'A conterrà le intersezioni di tutte le 
coppie di raggi corrispondenti, epperò incontrerà'la retta data nel 
secondo punto doppio F. Ma allora la figura ci dà un quadrilatero 
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completo, nel quale AA' è una diagonale segata dalle altre due 
diagonali in JE, F; dunque EFAA è una forma armonica (N® 48). 

Il teorema attuale è un caso particolare di quello del N® 83, c). 
Donde caviamo che le coppie d’elementi (punti d’ima retta, raggi 
0 piani d’un fascio) formanti con due elementi fissi un rapporto 
anarmonico costante costituiscono due forme projettive sovrapposte, 
le quali sono in involuzione, nel caso che il rapporto anarmonico 
abbia il valore — 1 (N® 54). 

98. L’involuzione è determinata da due coppie di elementi conju- 
gati. Infatti , se sono date le coppie AA!^ BB\ assunto un ele- 
mento arbitrario C, si costruirà il suo conjiigato C facendo sì 
(N® 66) che riescano projettivi i gruppi AA'BC, AA'B'C, Allora 
si suol dire che i sei elementi AA . BB . CC sono in involu- 
zione (cioè essi formano tre coppie di un’involuzione). 

Se l’involuzione è di punti, fuori della retta nella quale sono 
date lo due coppie AA, BB (fig. 70‘, 71®) assumasi un punto 
arbitrario G , e descrivansi i circoli GAA, GBB, che si seghe- 
ranno in un secondo punto i/; e sia 0 il punto ove la rotta data 
è incontrata dalla GH. Allora, per una nota proprietà del cerchio, 
^ sarà OG . OAf = OA . OA, ed OG . OH= OB . OB, epperò 


OA . OA = OB . OB, 

dunque 0 è il punto centrale dell’involuzione determinata dalle 
coppie AA , BB. Descrivasi ora un circolo qualunque per GH, il 
quale incontri la retta data in CC ; avremo OG . Oli = OC . OC, 
epperò OC . OC — OA . OA = OB . OB\ cioè CC sarà una 
coppia di punti conjugati dell’involuzione. E in altre parole: il 
circolo descritto per due punti conjugati CC o DD', ... e per uno 
de’ punti G, H, passa sempre anche per l’altro di questi. 

Dunque, le coppie di punti conjugati dell’involuzione 
non saranno altro che le intersezioni della retta data 
coi cerchi passanti pei punti GH. 

a) Di qui si vede che, se l’involuzione ha punti doppi, questi 
saranno i punti di contatto della retta data con due cerchi pas- 
santi per GU. Abbiamo già veduto che essi punti separano armo- 
nicamente sì AA che BB' (N® 96, a), dunque (N® 55, d) l’involu- 
zione avrà punti doppi se l’una delle due coppie ALA, BB' è tutta 
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interna o tutta esterna all’altra (fig. 70*), non li avrà se l’una 
coppia è separata mediante l’altra (fig. 71*). 

Nel primo caso l’involuzione è (come già si è osservato) costi- 
tuita dalle infinite coppie di punti che separano armonicamente una 
coppia di punti fissi. 

h) Nel secondo caso invece l’involuzione è segnata sulla retta 
data dai lati di un angolo rotto mobile intorno al suo vertice. In- 
fatti , siccome i punti AA sono separati mediante BB\ se si de- 
scrivono (fig. 72*) i cerchi sui diametri AA\ BB\ essi si seghe- 
ranno in due punti G, H situati simmetricamente rispetto alla 
retta data: cioè la retta GH è perpendicolare alla retta data e 
da essa divisa per metà in 0, punto centrale dell’involuzione. Da 
ciò segue che 


0É= ÀO . OA = BO . Olf, 

e che tutti gli altri cerchi passanti per GH^ i quali segnano sulla 
retta data le altre coppie CC\ DD',... dell’involuzione, avranno 
pur essi i loro centri sulla retta AB ... , cioè avranno per diametri 
i segmenti CC\ JDJ )', .... Dunque se i segmenti AA\ BB\ CC\... 
si projettano dal punto G (o dal punto H), si avranno altrettanti an- 
goli retti AGA\ BGB\ CGG\ ... (oppure AMA, BHB', CMC’,...). 

Concludiamo: Se un’involuzione di punti A A . BB' ... in linea 
• retta non ha punti doppi, cioè se il rettangolo OA . OA è una * 
costante negativa — i segmenti AA,BB\ ... sono tutti veduti 
sotto angoli retti da ogni punto del circolo di centro 0, il cui 
raggio è A:, e il cui piano è perpendicolare alla retta data. 

Questo teorema è un caso particolare di quello del N“ 83, d). Dunque, se 
un angolo di grandezza- costante ruota nel suo piairo intorno al suo vertice, 
i suoi lati determinano sopra una trasversale fissa due punteggiale proiet- 
tive, le quali sono in involuzione nel caso che l’angolo sia retto. 

99. Consideriamo un’involuzione di raggi, i quali siano paralleli, cioè 
abbiano un punto comune a distanza infinita. La retta aU’inOnilo è un raggio 
dell’involuzione; il raggio ad essa conjugato contiene il punto centrale 
(N“ 96) dell’involuzione di punti che si ottiene facendo una sezione con una 
trasversale arbitraria. Perciò il raggio suddetto si può denominare raggio 
centrale deU’involuzione proposta. Viceversa, se si projella un’involuzione 
di punti per mezzo di raggi paralleli, questi costituiranno una nuova involu- 
zione, il cui raggio centrale passerà pel punto centrale deirinvoluzione data. 
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Àllorcbè da un’iavuluzione se ne cava un'altra mediante projezioni o se- 
zioni (N^ 95), dagli elementi doppi della prima nascono gli elementi doppi 
della seconda. 

100 . Siccome nell’involuzione un gruppo qualunque di elementi è prujet- 
tivo al gruppo degli elementi conjugali, cosi quattro punti scelti ad arbitrio 
io un’involuzione di punti avranno un rapporto anarmonico uguale a quello 
dei loro conjugati. Per esempio, data l'involuzione AA' . BB' . CC , sa- 
ranno projeltivi i gruppi ABA‘C\ AB' AC, epperò 

AA .iC _ .4 '.4 . A C 
BAi nc ~ B'A ■ B C ’ 

ossia 

AB' . BC .GA'-if AB . B'C .C'A=0. 

Viceversa, se sussiste questa relazione fra i segmenti determinati dai punti 
AA'BB'CC di una retta, questi saranno accoppiali in involuzione. Infatti, la 
relazione anzidella equivale all’uguaglianza de’ rapporti anarmonici (ABA'C), 
{A'B'AC)\ questi gruppi sono dunque projeltivi. Ma in essi, A ed .4' si cor- 
rispondono in doppio modo; dunque (N“ 93) ecc. 

101 . .Abbiasi un quadrangolo com- 
pleto QUST (fig. 73“) i cui lati op- 
posti UT e QS, ST e Qlt, QT ed flS 

^ siano segali da una trasversale arbi- 
traria in A ci A' , B e B' , C c C -, 
e sia P l’intersezione di QS ed RT. 

Allora ATPfì è la projezione di 
ACA'B dal centro Q, ed è anche la- 
projezione di ABA'C dal centro S; 
dunque il gruppo .ACA'B' è projel- 
livo ad ABA'C, ossia (N° 56) A'CAB. 

1 punti A ed /t’ si corrispondono in 
doppio modo ne’ gruppi projettivi 
ACA'B', A'CAB-, dunque (iT 93) 

AA' . BB' , CC sono tre coppie di 
punti conjugati d' un’ involuzione. 

Ossia : 

Le tre coppie di lati opposti 
di un quadrangolo completo 
suno segate da una trasversale 
arbitraria in tre coppie di 
punti conjugati in involu- 
zione ('). 


Abbiasi un quadrilatero completo 
qrst (fig. 74*), i cui vertici opposti 
ri e qs, si e qr, qt ed rs siano pro- 
jellati da un centro arbitrario, per 
mezzo dei raggi a ed a, b c b', ecc; 
e sia p la congiungenlc di q$ ed ri. 
Allora i fasci alpr, aca'b' sono pro- 
jettivi, perchè prospettivi (sezione co- 
mune q) ; e cosi pure sono prospet- 
tivi (sezione comune •) epperò pro- 
jettivi i fasci alpi-, aba'c. Dunque il 
fascio aca'b' è projettivo al fascio 
aba'c', vale a dire (N° 56) al fascio 
tt'c'ab. 1 raggi a, a' si corrispondono 
in doppio modo ne’ gruppi projettivi 
aca'b' , a'c’ab ; dunque oa . bb' . cc 
sono tre coppie di raggi conjugati in 
involuzione. Ossia : 

Le tre coppie di vertici op- 
posti di un quadrilatero com- 
pleto sono projettate da un 
centro arbitrario per mezzo 
di tre coppie di raggi conju- 
gali in involuzione. 


(') DssABOues, I. C; p. ITI. 

8 CacHOKA, Eltm. di Gtm. proftit. 
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0 in altre parole: 

Se un quadrangolo completo 
si deforma in modo che cin- 
que de’suoi lati passino per 
altrettanti punti fissi, dati in 
linea retta, il sesto lato ruo- 
terà anch’esso intorno ad un 
punto fisso della medesima 
retta, il quale con quei cin^ 
que costituisce un’involuzione 
di sei punti. 


0 in altre parole: 

Se un quadrilatero completo 
si deforma in modo che cin- 
que de’ suoi vertici scorrano 
su cinque rette fisse, concor- 
renti in un punto, anche il 
sesto vertice si manterrà so- 
pra un raggio uscente dallo 
stesso punto, ed i sei raggi 
saranno accoppiati in involu- 
zione. 


a) Il teorema che precede (a sinistra), combinato con quello del N° 100, 
dà (‘): 

Se una trasversale incontra in A ed ^4', A/ e F, C e C le tre coppie di 
lati opposti di un quadrangolo completo, fra i segmenti della trasversale avrà 
luogo la relazione 


ab: .BC . CA^ + A'B . B’C . C'/l ~0 . 


b) Nel teorema, a destra , denotiamo con U ed U\ V e V', W e VV i 
vertici opposti rt e qs, si c qr, ql e rs del quadrilatero qrst^ e con AA' . BB ' . CC 
i punti in cui i raggi aa . bb' . cc' sono segali da una trasversale arbitraria. 
In virtù del N° 95, potremo allora enunciare la proposizione che segue: 

l sei punii AA‘ . BB’ . CC che si ottengono projettando da 
un centro arbitrario e sopra una retta arbitraria le (re coppie 
UU\ YV', VV1V” di vertici opposti di un quadrilatero completo 
sono accoppiati in involuzione. 

c) Suppongasi ora che il centro di projezione C sia uno de’ due punti 
comuni ai due cerchi aventi per diametri le diagonali f/L'', VT' ; gli angoli 
AGA\ BOB' risultano retti, epperò (N” 98, b) sarà retto anche l’angolo CGC\ 
vale a dire, *il cerchio descritto sul diametro passerà per G. Dunque; 

1 tre cerchi aventi risp. per diametri le tre diagonali di un quadrilatero 
completo passano per gli stessi due punti. 

d) 1 tre cerchi hanno i loro centri in linea retta ; dunque : 

1 punti di mezzo delle tre diagonali di un quadrilatero completo sono in 
linea retta 0. 


102 . Dal teorema (u sinistra) del 
N® 101 si cava la costruzione del 
sesto punto C’, quando sono dati gli 
altri cinque. Condotta ad arbitrio una 
retta per C e presi in essa due punti 


Dal teorema (a destra) del N" 101 
si cava la costruzione del sesto raggio 
c, quando sono dati gli altri cinque. 
Preso ad arbitrio un punto in c e 
condotte da esso due rette q, t, con- 


(’) Pappo, /. c., lib. VII, <30. 


(*; Cbasles, /. c., N> 344 e 345. 


c>, T, lirinsi le AT, UT, A'Q, H'Q' 
la rcKa clic cungiunge il punto J{ 
comune alle AT, lì'Q col punto S co- 
mune alle A’Qy DT incontrerà la retta 
data nel punto cercalo C. 
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giugansi il punto ta col punto qb\ ed 
il punto tb col punto </a’; le con- 
giungenli r, s concorrono in un punto 
clic unito al centro del fascio dato 
darà il raggio cercalo c. 


a) Nel problema a sinistra, se il punto C è aU’infinito, il suo conjugalo sarà 
il punto centrale deirinvoluzione. Per trovare adunque il punto centrale 0 
deU’involuzione, della quale siano date due coppie AA\ BB' di punti conju- 
gali, si costruirà (fig. "r)™) il quadrangolo completo in modo che due lati 
opposti passino per A, A', altri due lati opposti per /?, B\ e il quinto lato 
sia parallelo alla retta data; il sesto lato passerà per 0. 

b) 11 sesto punto C' che con altri cinque AA'BB'C costituisce un’involu- 
zione di sei punti è da questi determinalo in mode unico; cioè vi è un solo 
punto C che possegga tale proprietà (cfr. N'*98). Infatti, esso punto può ri- 
guardarsi come determinalo dalPuguaglianza di rapporti anarmonici (AA'BC) 
= {A'ABC), dunque (N" 53, g) ecc. . 


103. Il teorema del N*» 101, a sinistra, si può invertire dicendo: 
So una trasversale sega i lati di un triangolo BSQ 

(fig. 73‘) in tre punti A, H, C, i quali siano risp. accop- 
piati in involuzione con tre altri punti A^B^G della 
medesima trasversale, le rette /SÌ?, concorreranno 
in uno stesso punto T. 

Infatti, sia T il punto comune allo RA, SB^ e C^ il punto in 
cui la trasversale incontra TQ, In virtù del teorema anzidetto, ap- 
plicato al quadrangolo QRST, avremo (AA'BCi) — (AABV); 
ma è per ipotesi {AA'BC) = {AAB'C), dunque (N® 53,^) 
coincide con C, ossia QC passa per T. 

'' Ecco il teorema correlativo: 

So da un punto S si proiettano i vertici di un trian- 
golo (fig. 74*) mediante tre raggi i quali siano 

risp. accoppiati in involuzione con tre altri raggi 
uscenti da S, i punti ra,sh^qc saranno in una stessa 
rotta t. 

104. Siano R\ S\ Q i punti ne’ quali le SQ^ QR, RS sono 
. risp. incontrate dallo RT, ST, QT (veggasi la fig. 73*, dove però 

i punti R\ S, Q' non sono segnati). Ne’ lati del triangolo RSQ 
avremo allora i gruppi di quattro punti 

SQR'A, QRS'B\ RSQ'C 
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le cui projezioni da T sulla trasversale sono 
BCAA, CABB', ABCC. 

Se formiamo il prodotto de' rapporti anarmonici di questi ultimi 
gruppi risulta 

(BA , B^\jCB . C^\l^ 

[CA • CA-}\AB' AB’ÌXBC BC'j’ 

ossia 

BA ' . GB' . AG' 

GA' . AB' . BC ’ 

quantità che è uguale a — 1, in virtù del N” 100. Dunque; 

Se i lati di un triangolo sono segati da una trasver- 
sale arbitraria, e se i vertici si projettano da un punto 
arbitrario sui lati risp. opposti, il prodotto de’ rapporti 
anarmonici de’ gruppi di quattro punti che si ottengono 
sui tre lati è l’unità negativa. 

Viceversa, nei lati di un triangolo RSQ sian prese tre coppie 
di punti E A, S'B', Q'G' in modo che il prodotto do’ rapporti anar- 
monici {SQR'A), {QRS'B'), {RSQ'C') sia — 1; se le rette 
RE, SS', QQ’ concorrono in un punto, i punti AEG' saranno 
in linea rotta; e reciprocamente, se A'B'G' sono tre punti in linea 
retta, le RR', SS', QQ' hanno un punto comune. 

a) Suppongasi la trasversale portata a distanza infinita; i rap- 
porti anarmonici {QRS'B'), (RSQ'G ) divengono ri- 

spettivamente uguali (N’ 53 , e) ad SE ; QE, QS' : RS', RQ' : SQ' ; 
dunque (i): 

Se tre rette uscenti da uno stesso punto T o passanti 
risp. pei vertici di un triangolo RSQ incontrano i lati 
opposti in E, S', Q', fra i segmenti dei lati si ha la 
relazione; 

SE QS RQ' _ , , 

QE ■ RS • SQ' 

e viceversa, se noi lati di un triangolo RSQ si prendono 
i punti E, S, Q' in modo che sussista la predetta rela- 

(') Teorema di Ceva: De linei» recti» se invicem secanltbus italica coluirvclio 
(Medioiasi 1678), 1, !. -Cfr. Baltur, Trigon., p. <34. 
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zione, lo congiungenti ME', SS', QQ' concorreranno in un 
punto T. 

h) Ritenuta la tras^^ersale essere del tutto arbitraria, assumansi 
‘ le ST, (>Trisp. parallele alle QE, ES; allora i punti S', Q' vanno 
air infinito, ed E' risulta il punto di mezzo di SQ (come punto 
comune alle diagonali QS, jRTdel parallelogrammo QEST). Perciò 
i rapporti anarmonici (SQE'A'), (QESB), (ESQ'C) saranno 
risp. uguali a — (QA' : SA'), EB' : QB', SC : EC ; dunque (^): 

Se una trasversale sega i lati di un triangolo ESQ in 
A, B', C', fra i segmenti dei lati sussiste la relazione: 

QA EB SC , 

SA' QB EC 

e viceversa, se nei lati di un triangolo ESQ si prendono 
tre punti A,B',C in modo- che sussista la predetta 
relazione, questi tre punti saranno in linea retta. 

105. Noi abbiamo veduto che, date due punteggiate proiettive (ABC...), 
(A'B'C ...) situale in uno stesso piano, se dal punto comune a due rette 
analoghe alle AB' e A'B, AC e A'C,..., BC e B'C,..., si projeltano en- 
trambe le punteggiate date, i raggi projellanli formano un’involuzione. 1 teo- 
remi correlativi sono i seguenti : 

Dati due fasci proiettivi di raggi (ahc ...), (ab'c...), posti in uno stesso 
piano ma non concentrici, se si segano colla retta congiungenle due punti 
analoghi ad ab' e ab, ac' e a'c , be' e b'c , sì ottengono coppie di punti 
in involuzione. 

Dati due fasci proiettivi di piani (aBy...), (a'B'y ...), i cui assi siano 
concorrenti, se si fa una sezione col piano trasversale determinato da due 
rette analoghe alle aS e a.'B, a.y' e By’ e B'y,..., si ottengono 

coppie di raggi in involuzione. 

Dati due fasci proiettivi di raggi {abe ...), (ab'c' aventi lo stesso centro 
ma non situati in uno stesso piano, se si proiettano da un punto comune 
a due piani come ab’ e ab, ac' e a'c,..., be' e b'c,..., i piani proiettanti 
costituiscono un’involuzione. 

106. Casi particolaiw. — a) Quante sì vogliano coppie di punti di una 
retta, equidistanti da un punto fisso della medesima, costituiscono una in- 
voluzione, perchè ogni coppia è separala armonicamente mediante il punto 
fisso e il punto all’infinito. 

Viceversa, se il punto aH’infinito è uno degli elementi doppi di un’invo- 

(’) Teorema di Menelao: Sphetrica III, I. — Cfr. Kaltzer, Trigon., p. 134. 
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luzione di punti, ogni coppia di elementi conjugati ha il suo punto di mezzo 
ncU’altro punto doppio. Se in un’involuzione, due coppie .4^1', BB di punti 
conjugati hanno lo stesso punto di mezzo , questo sarà anche il punto di 
mezzo di qualunque altra coppia CC'. 

h) Quanti si vogliano angoli rettilinei aventi lo stesso vertice e situati in 
uno stesso piano, ed inoltre divisi tutti per metà da una stessa retta fìssa , 
costituiscono un'involuzione, perchè i lati di ciascun angolo sono divisi ar- 
monicamente dalla hiseltricc comune e dal raggio a questa perpendicolare. 

Viceversa, se gli elementi doppi di un’involuzione di raggi sono due rette 
perpendicolari fra loro, due raggi conjugati di ciascuna coppia fanno angoli 
uguali con ciascuno de’ raggi doppi. Se in un’involuzione, gli angoli di due 
coppie aa\ W di raggi conjugati hanno le bìsscttrici comuni, queste saranno 
anche le bissettrici degli angoli di qualunque altra coppia cc'. 

c) Quanti si vogliano angoli diedri , aventi lo stesso spigolo e tutti divisi 
per mezzo da un piano fisso, costituiscono un’involuzione, perchè le facce 
dì ciascun diedro sono separate armonicamente mediante un piano fìsso ed 
il piano perpendicolare a questo e passante per lo spìgolo comune. 

Viceversa, se gli elementi doppi di un’involuzione di piani sono piani fra 
loro perpendicolari, i piani conjugati di ciascuna coppia fanno angoli uguali 
con ciascuno de’ piani doppi, ecc. 


§ 13. Forme projettlTC nel cerchio. 

107. Siano dati in un piano duo fasci (dirottamento) ugnali di 
raggi àbed... , a'b'c'd ' ..., i cui centri siano i punti 0, 0' (fìg. 76‘); 
siccome l’angolo di duo raggi corrispondenti aa',bb’,ce’,... è co- 
stante (N° 80), così il luogo geometrico del punto comune a due 
raggi corrispondenti sarà un cerchio (*) passante pei punti 0, 0'. 
La tangente al cerchio in 0 fa colla corda 0 0 nn angolo che 6 
ugnale a ciascuno degli angoli OAO', OBO', OCO ', ... ; ma lo stesso 
angolo dee faro col raggio 0 0 del secondo fascio il corrispondente 
raggio del primo ; dunque la tangente in 0 è appunto quel raggio q 
del primo fascio il cui corrispondente del secondo è la OO. 

So concepiamo la circonferenza come percorsa dal punto mobile 
A, i raggi mobili AO, AO', ossia a, a', genereranno i due fasci; 
quando A sia vicinissimo ad 0, il raggio AO" differirà assai poco 
in posizione da OO ossia da q', e il raggio AO differirà assai poco 
da q, cioè dalla tangente in 0. Ciò concorda colla definizione della 


0) lÌALTzzR, Plamm., p. 4.ì. 
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tangente in 0: la retta che congiuiige 0 al punto infinitamente 
prossimo della circonferenza. 

Similmente, al raggio 00' ossia p del primo fascio corrisponderà 
nel secondo il raggio p' che tocca il cerchio in O”. 

108. Viceversa, so quantisivogliano punti A, B, 0, D, ... di un 
cerchio siano projettati da due punti 0, 0' del cerchio medesimo, 
i raggi projottanti 0{A . B . C . D...), O {A. B.G . D...) co- 
stituiscono duo fasci che sono (direttamente) ugnali, a cagione degli 

angoli uguali AOB — AO’B, AOC= AO'G , ..., BOG= BOG 

epperò projettivi (N" 78). In altro parole: se restano fissi i punti 
A, B, G, ... , mentre il centro del fascio si muovo sulla circonfe- 
renza, il fascio si conserva sempre uguale epperò projettivo a sè 
medesimo. 

Il raggio che projetta da 0 lo stesso punto 0, o più precisa- 
mente il punto del circolo infinitamente vicino ad 0, è la tan- 
gente in 0. Da ciò seguo che ne’ fasci projettivi 0 (A . B . G 
0' (A . B . G....) il raggio del primo fascio che corrisponde al 
raggio 0 0 del secondo è la tangente in 0. 

109. Siccome in due forme projettive a quattro elementi armo- 
nici corrispondono sempre quattro elementi armonici (N“ 58), così 
se i quattro raggi 0 (A . B . G . B) sono armonici, sarà pure ar- 
monico il gruppo O {A . B . G . D), comunque sia situato il punto 
0' sul circolo. Facendo coincidere 0' col punto infinitamente pros- 
simo ad .4, ne segue essere armonico il gruppo costituito dalla 
tangente in vi e dalle corde AB, AG, AD. Similmente, sarà ar- 
monico il fascio composto della corda AB, della tangente in jB e 
delle corde BG, BD\ ecc. 

In questo caso, si dirà che i quattro punti ABGDM cerchio 
sono armonici (i). 

no. Se PQ, P'Q' sono due tangenti fisse d’un cerchio di centro 
M (fig. 77*), ed AA’ una tangente variabile limitata fra le due 
tangenti fisse, l’angolo AMA' è costante. Infatti , detti Q, P, T i 
punti di contatto, si ha 

angolo AMA' = AMT-\- TMA' 

= i QMT -f ), IMF = t QMF (2). 

(') Steineb, /. e., p. 157. (•) Baltzer, Planim., p«g. 6 e (3. 
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Variando la retta AA’ fra le due tangenti fisse, i raggi MA, MA' 
generano adunque due fasci projettivi (N“ 82), opperò i punti A, A' 
descrivono due punteggiate projettivo. Dunque: 

Le tangenti del cerchio segano due tangenti fisse in 
punti costituenti due punteggiate proiettive ('). 

Siccome l’angolo AMA' è uguale a ^ QMF , cioè a ciascuno 
degli angoli QMQ', PMF (dove P, Q' indicano uno stesso puuto, 
secondo che si riguarda situato nella prima o nella seconda tangente 
fissa), così i punti Q e Q', P e F sono corrispondenti nelle duo 
punteggiato proiettive; vale a dire, i punti di contatto delle due 
tangenti fisso sono i corrispondenti del punto comune alle medesime. 

Se concepiamo il cerchio come percorso (inviluppato) dalla tan- 
gente mobile, i punti A, A' generano lo due punteggiate proiet- 
tive: quando la tangente mobile abbia una posizione prossima a 
quella di PQ, il punto A' sarà prossimo a Q', ed il punto A sarà 
prossimo al punto corrispondente di Q', cioè al punto di contatto 
della PQ. Dunque: 

Il punto di contatto d’una tangente è da considerarsi 
come intersezione di questa colla tangente infinitamente 
vicina. 

m. Il teorema che precede torna a dire che quattro tangenti 
ahcd di un cerchio sono segate da una quinta tangente in quattro 
punti ABCD, il cui rapporto anarmonico è costante, qualunque 
sia questa quinta tangente. 

La quinta tangente puè anche essere infinitamente prossima ad 
una delle prime quattro, per esempio ad a; allora .<4 è il punto 
di contatto di a, e jB, C, D sono le intersezioni ab, oc, ad. 

Come caso particolare, se libcd segano PQ in quattro punti ar- 
monici, anche le intersezioni di cibcd con qualsivoglia altra tan- 
gente del cerchio formeranno un gruppo armonico. Sarà dunque 
armonico il gruppo costituito dal punto di contatto di a e dai punti 
d’intersezione ab, ac, od, ecc. In tal caso le quattro tangenti ahcd 
diconsi armoniche (*). 

112 . Siano (fig. 78*) A, B, C-, .... X punti del cerchio; ed a, 
b, c, .... X le tangenti relative. Se i punti A, B', C , ... , ove x è 
segata dalle a,b,c, ... si projettano dal centro del cerchio, i raggi 


{') Baltze*, Trigon., pag. IS8. (•) Steixeh, I. c., p. IS7. 
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projettanti sono rispettivamento perpendicolari alle corde XA, 
XB, XC , ... , epperò formano (N* 82) un fascio ugnale, al fascio 
X {A, B, G, ...). Dunque la punteggiata A'B'G ... è projettiva al 
fascio X{ABC....), (i) ossia 

La punteggiata che più tangenti date del cerchio de- 
terminano sopra una tangente arbitraria è projettiva al 
fascio de’ raggi che projettano i loro punti di contatto 
da un punto arbitrario del cerchio medesimo. 

Di qui segue come caso particolare che, se X(ABCl)) è un 
gruppo armonico, tale è anche A'BCjy, cioè: 

Se quattro punti di un cerchio sono armonici, sono ar- 
moniche le relative tangenti, e viceversa. 


§ 14. Forme projettiye nelle coniche. 

113. S'imagini di costruire una figura omologica (N‘ 18) a 
ciascuna di quelle che esprimono i teoremi dei 108, HO, 112. 
Ai punti ed alle tangenti del cerchio corrisponderanno i punti e 
le tangenti d’una conica (N” 18, f). Dunque anche per una conica, 
una tangente è la retta che incontra la curva in due punti infini- 
tamente vicini ; e nn punto della curva è l’intersezione di due tan- 
genti infinitamente vicine; a dne fasci ugnali, epperò projettìvi, 
corrisponderanno dne fasci projettivi , e a due punteggiate projet- 
tive corrisponderanno ancora due punteggiate projettive; giacché 
due fasci o dne punteggiate che si corrispondano in due figure omo- 
logiche sono due forme prospettive. Dunque, dai detti teoremi si 
concluderà : 

o) Se quantisivogliano punti ABCD .... di una conica 
(fig. 79‘) si projettano da due punti fissi 0, & della me- 
desima, i raggi projettanti 0{A, B,C, D...), O {A,B,C,D...) 
formano dne fasci projettivi. Al raggio 00 del primo 
fascio corrisponde la tangente in 0', ed al raggio O'O 
del secondo fascio corrisponde la tangente in 0. 

b) Qnantesivogliano tangenti abcd.... di una conica 
(fig. 80‘) segano due tangenti fisse o,d della medesima 
in punti formanti due punteggiate projettive. Al punto 

(') Baitzu, Trigon., p«f. <57. 
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od (lolla prima punteggiata corrisponde il punto di con- j 

tatto di o'; ed al punto do della seconda punteggiata 
corrispondo il punto di contatto di o (i). | 

c)La punteggiata che più tangenti d’una conica (fig.81*) j 

determinano sopra una tangente fissa è projettiva al i 

fascio che projetta i punti di contatto da un punto fisso 
della conica medesima. 

114 . Dimostreremo ora lo proprietà inverse de’ teoremi «), b); 
ossia : 

a) Se duo fasci di raggi esistenti in uno stesso piano 
(non concentrici) sono progettivi (non prospettivi), il 

luogo del punto comune a duo raggi corrispondenti è • 

una conica, passante pei centri do’ duo fasci, ed ivi toc- I 

cata da quei raggi de’ due fasci che corrispondono alla 
rotta congiungento i centri. 

Siano P, Q i contri de’ duo fasci (fig. 82*); PA o QA, PJÌ i 

e QJÌ, .... le coppie di raggi corrispondenti. Il luogo dei punti A, j 

JI, ... pas.sa pel punto Q, perchè in Q si segano il raggio PQ del | 

fascio P ed il corrispondente raggio del fascio Q. Analogamente, I 

P è un punto del luogo. 

Sia (j il raggio del fascio Q che corrisponde al raggio PQ del 
fascio P, e descrivasi un cerchio tangente a q in <|), il quale seghi 
le rotte QA, QJi,..., QP in A',B,..., P'. I triangoli PAB e 
P'A'B', PAC c FA'C,... sono omologici; infatti lo rotte PF, 

AA', BE', CC',... concorrono tutto in Q\ dunque (N" 12, b) lo 
coppie di lati PA o FA', PB e FB', IK! o PO', ... , AB e A B', 

AG 0 AG , ... si segheranno in punti di una retta fissa s. No 
segue (N° 16) che il cerchio e il luogo de’ punti ABG.,.PQsono 
curve omologiche; Q è il centro ed s è l’asse d’omologia. Dunque 
(N- 18, f) il luogo cercato è una conica. I 

Nelle due figure omologiche, il punto Q e la retta q corrispon- 
dono a sò stessi (N” 18, h)‘, dunque la tangente in Q alla conica 
è la stessa retta q. 

b) So duo rette punteggiate, situate in uno stesso piano 
(non sovrapposte) sono projettivo (non prospettive), le 
retto congiungenti lo coppie di punti corrispondenti iu- 

(') Steii*ei(, /. e., IS't. . 
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viluppano una conica; vale a dire, sono le tangenti di 
una conica. Questa conica tocca le due rotto date, noi 
punti che corrispondono alla loro comune intersezione. 

Siano s, s' (fig. 83*) le due rette punteggiate projettive, ^ ed 
A\ B 0 B\ ... coppie di punti corrispondenti. La curva invilup- 
pata dallo cougiungenti AA\ BB' ... ha per tangente anche la 
retta s, perchè questa congiunge il punto s's o Q' della seconda 
punteggiata al corrispondente punto Q della prima. Analogamente, 
s' è un’altra tangente. 

Descrivasi un cerchio tangente ad s in (^, o ad esso tirinsi le 
tangenti AA% BB% ... dai vari punti di s, le quali seghino in 
A% B\ ... la tangente che parto da Q'. Così la AA' seghi le BB', 
CC, ... in H', K' ... , e la A A" seghi le BB", CC",.,. in H", K',.... 

I triangoli A'BH' ed A"B"H", A'C'K' ed A"C"K",... sono omo- 
logici, perchè lo coppie di lati AB ed AB", AH' ed A“U", BH' 
e H'H", .... si segano nei punti Q', A, B, C, ... nella retta fissa s; 
dunque (N'’ 13) lo congiungenti dei vertici A A", B'B", CC ", ... 
H'H", K'K", ... concorreranno in un punto fisso 0. Segue da ciò 
che la figura formata dallo rette AA, BB', CC, .... o la figura 
formata dallo AA", BB", CC", ... cioè dallo tangenti del cerchio 
sono omologiche (N“ 16): s è l’asse od 0 è il centro d’omologia; 
dunque l’inviluppo cercato è una curva omologica ad un cerchio; 
vale a dire, essa è una conica (N® 18, f). 

Nelle due figure omologiche, la retta s ed il punto Q corri- 
spondono a sé medesimi (N® 18, h)] dunque il punto di contatto 
della conica con s è ^ (0* 

c) I teoremi a), ò) del presente N® sono correlativi (N® 27), giac- 
ché la figura costituita dai punti d’intersezione de’ raggi corrispon- 
denti di due fasci projettivi ha per correlativa la figura formata 
dalle retto congiungenti i punti corrispondenti di due punteggiate 
projettive. Dunque, in due figuro correlative (secondo la 
logge di dualità nel piano) ai punti di una conica corri- 
spondono le tangenti di un’altra conica. 

115 . Avuto riguardo ai N‘ 58 e 61, i teoremi dei N‘ 113 e 114 
si possono anche formulare come segue: ^ 

a) Il rapporto anarmonico dello quattro rette che da. 


{’) Crasles, Traile des secUons coniques (Paris <865), N‘ 8, ‘K 
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quattro punti fissi di una conica vanno ad un punto 
variabile della medesima è costante. 

h) Il rapporto anarmonico dei quattro punti in cui 
quattro tangenti fisse di una conica sono segate da 
una tangente variabile della medesima è costante (^). 

Si denomini rapporto anarmonico di quattro punti dati^Z^CD 
di una conica il rapporto anarmonico delle quattro rette 0{A.B.C.D), 
dove 0 sia un punto qualsivoglia della conica. Si denomini rapporto anar- 
municu di quattro tangenti date abcd di una conica il rapporto anar- 
monìco de’ quattro punti o (a . & . e . d), dove o sìa una tangente qualsivoglia 
della conica. 

c) Il rapporto anarmonico di quattro tangenti dì una 
conica è uguale al rapporto anarmonico de’ loro punti 
di contatto (2). 

a') Il luogo di un punto dal quale quattro punti dati 
ABCD siano projettati mediante quattro raggi il cui 
rapporto anarmonico sia dato è una conica che passa 
pei punti dati. La tangente in uno di questi, per esempio in 
Ay è una tal retta che colle AB, AC, AD dà un gruppo il cui 
rapporto anarmonico è uguale al dato. 

6') La curva inviluppata dalle rette che sono segate 
da quattro rette date in quattro punti aventi un rap- 
porto anarmonico dato è una conica, che tocca anche 
le rette date. Il punto di contatto di una di queste, per esempio 
di a, forma insieme coi punti ab, ac, ad un gruppo il cui rapporto 
anarmonico ha il valor dato 0. 


116 . Per cinque punii 0, 0', A, 
B, C dilli ad arbilrio in un piano 
(fig. 79"), Ire qualunque de’ quali non 
siano in linea rella, si può descrìvere 
una conica. Infalli, baslerà coslruire 
i fasci projellivi , i cui ccnlri sono 
due de’ punii dall, per esempio 0, 0', 
in modo che negli alici Ire punii si 
seghino Ire coppie di raggi corrìspon- 


Si può descrivere una conica che 
tocchi cinque rette o, o, a, b, e dale 
in uno stesso piano (lìg. 80*), Ire 
qualunque delie quali non concorrano 
insieme. Infalli, baslerà coslruire le 
punteggiate projeltìve, mediante le tre 
coppie di punii corrispondenti (oa ed 
o'a, ob ed o'b, oc ed o'c) che tre delle 
relle date a,b,c determinano sulle 


(’) Steiner, /. c., p. <66. 

(*) Steiner, /. c., p. <56-7. 


(*) Chasles, Géom. sup., N* 663. 


denti OA ed 0'i4, OB ed O'B^ OC ed 
OC. Ogni altra coppia OD, OD di 
raggi corrispondenti darà un nuovo 
punto D delia curva. 

a) Per costruire la tangente in uno 
■de’ punti dati, per es. in 0, basterà 

determinare il raggio del fascio 0 
cbe corrisponde al raggio O'O del 
fascio 0'. 

b) Pei cinque punti dati non passa 
che una sola conica; se ne passas- 
sero due, queste avrebbero in comune 
infiniti altri punti (determinati dalie 
coppie di raggi corrispondenti de’ fa- 
sci projettivi), il che è assurdo. 

c) Di qui segue inoltre: 

Per quattro punti passano infinite 
coniche ; due qualunque di esse non 
hanno alcun punto comune, oltre ai 
quattro dati. 
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altre due o, o’. La congiungente d di 
ogni altra coppia dì punti corrispon- 
denti sarà una nuova tangente della 
curva. 

Per costruire il punto di contatto 
di una delle rette date, per es. di o, 
basterà determinare il punto della 
punteggiata o che corrisponde al 
punto 00 della punteggiata o. 

Vi è una sola conica che tocchi le 
cinque rette date ; se ce ne fossero 
due, esse avrebbero infinite altre tan- 
genti comuni (le rette determinate 
dalle coppie di punti corrispondenti 
delle punteggiate projetlive), il che è 
assurdo. 

Vi sono infinite coniche alte quali 
sono tangenti quattro rette date; due 
qualunque di quelle coniche non pos- 
sono avere un’altra tangente comune. 


117 . Adesso i teoremi del N® 70 si possono enunciare come segue: 


Se un esagono è circoscritto 
ad una conica (fig. 53' e 84*), 
le rette che congiuiigono le tre 
coppie di vertici opposti con- 
corrono in uno stesso punto (•). 


Se un esagono è inscritto in 
una conica (fig. 54' e 85“ ), le 
tre coppie di lati opposti si 
segano in tre punti d’una stes- 
sa retta (2). 


a) n teorema di Pascal concerne sei punti come quello di Brian- 
CHON sei tangenti di una conica: i quali sei punti o tangenti pos- 
sono essere presi ad arbitrio fra tutt’i punti o tutte le tangenti, 
della curva. E siccome la conica è individuata da cinque punti o 
da cinque tangenti ; che è quanto dire, che cinque punti o cinque 
tangenti possono essere assunti ad arbitrio fra i punti o le rette 
del piano, e che, dopo avere scelti ‘questi cinque elementi, la conica 


(') Teorema di Rriancron: pubblicato la prima volta nel 1806 c riprodotto pià tardi 
nel Mémoire stir les lignes du second ordre (Paris 1817), pag. 34. 

(*) Teorema di Pascal: Essais pour les coniques, opuscolo di sette. pagine in-8», 
pubblicato la prima volta nel 16i0, quando rAulore non aveva che sedici anni, poi 
riprod- Ito nell' edizione delle. OEiivres de Pascal (Hayc 1779) ed anche recentemente 
dal signor Weissenborm nella prefazione al suo libro Die Projectkm in der Ebene 
(Berlin 4862). 
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risulta determinata; così il teorema di Pascal esprimo la condi- 
zione necessaria o sufficiente, alla quale debbono soddisfare sei 
punti del piano affinchè per essi possa descriversi una conica; e 
il teorema di Bruxchos è del pari la condizione necessaria e suf- 
ficiente, cui devono soddisfare sei rette del piano, affinchè si possa 
descrivere una conica che le tocchi tutto o sei. 

b) Che la condizione sia necessaria risulta dagli stessi enunciati 
del N“ 117; sei punti di una conica si possono considerare, presi 
in un ordine qualunque, come vertici di un esagono inscritto; e 
siccome per ogni esagono inscritto ha luogo il teorema di Pascal , 
così è necessario che, in qualunque ordine vengano connessi i sei 
punti per formare l’esagono, lo coppie di lati opposti concorrano 
in tre punti in linea retta. 

e) La condizione è anche sufficiente. Infatti (fig. 85*), suppo- 
niamo che l’esagono AB'CA'BC, risultante dal prendere i sei punti 
in un certo ordine, abbia la proprietil che le coppie di lati opposti 
BC e B'C, CA' e C’A, AB' ed A'B concorrano in tre punti 
P,Q, B, di una retta. 

Pei punti AB' C A'B passa una (ed una sola) conica, la quale 
incontrerà la retta AC in un certo punto X Allora AB'CA'BX 
sarà un esagono inscritto, e le coppie di lati opposti B'C e BX, 
XA ossia C'A e CA', A'B ed AB' si segheranno in tre punti 
in linea retta, il secondo e il terzo de’ quali sono (?, ii; il primo 
è dunque l’ intersezione di QR con B'C ossia P. Per P passa 
adunque sì la BX, sì la BC; dunque le rette indefinite BX o 
BC coincidono. Di qui risulta che il punto X è situato e nella 
AC 0 nella BC ; esso è dunque precisamente il punto C ; c.d.d. 

d) Sei punti , secondo i diversi ordini ne’ quali vengono connessi 
con linee rette, dànno sessanta esagoni (semplici). Dal ragiona- 
mento or fatto risulta che , se uno qualunque di questi esagoni ha 
la proprietà che lo coppie di lati opposti si seghino in tre punti 
in linea retta, i sei punti appartengono ad una stessa conica, epperò 
la medesima proprietà compete a tutti gli altri esagoni (i). 

e) Considerazioni correlative a quelle ora esposte in b), c), d) si 
potrebbero fare per il sistema di sei rette, rispetto al teorema di 
Bbukceox. 

(*) Steiner, l . c ., p. 31). 
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118. Consideriamo i due triangoli, rimo de' quali ò formato dal 
primo, terzo e quinto lato, l’altro dal secondo, quarto e sesto lato 
di un esagono inscritto AB VA' BC (tig. 85*). Assumendo come 
corrispondenti i lati BC e B'C, VA' e VA, AB' ed A'B, il teo- 
rema di Pascal dice che questi si segano in tre punti di una stessa 
retta; dunque (N" 18) i due triangoli sono omologici. Xe segue 
elio il teorema di Pascal pni) enunciarsi così: 

Se due triangoli sono omologici, i punti no’ quali i lati dell’uno 
incontrano i lati non corrispondenti dell’altro sono .situati in una 
stessa conica. 

Analogamente, in un esagono circoscritto ab'ca'bc' (fig. 84*) si 
considerino i vertici di posto dispari ed i vertici di posto pari come 
vortici di due triangoli, ne’ quali si assumano come corrispondenti 
i vertici be' o b'c, ca' c c'a, ab' od a'b. Il teorema di Briaxcho.n 
dice che queste coppie di vertici sono allineato con uno stesso 
punto; dunque (J»“ 12) i due triangoli sono omologici, così che il 
detto teorema somministra renunciato che seguo: 

Se duo triangoli sono omologici , le rette che cougiungono i ver- 
tici deH’uno ai vertici non corrispondenti dell’altro sono tangenti 
di una stessa conica, 

I duo enunciati possono ancora riunirsi in un solo, così: 

So due triangoli sono omologici, i punti no’ quali i 
lati dell’uno segano i lati non corrispondenti dell’altro 
appartengono ad una conica; e le rotte che dai vertici 
dell’uno vanno'ai vertici non corrispondenti dell’altro 
toccano un’altra conica ('). 

119. Ponendo mento alla fig. 8.5*, nella quale si considerino i 
punti AB' CAB come dati o C come variabile, il teorema di 
Pascal si può anche presentare così: 

Se un triangolo C'I’Q si deforma in modo che i suoi lati PQ, 
PC', QC ruotino attorno ai punti fissi R,B, A, mentre due ver- 
tici P, Q scorrano su duo rette fisso CB , CA, il terzo vertice C 
descrive una conica, che passa pei punti dati A, B, pel punto C 
comune alle retto date, pel punto B' comune alle AB, CB e pel 
punto A comune allo BB, CA (^). 

Cj .Steiner, L c , p. <52. 

(*) Questo teorema fu dato da M.ta.\imiN nel 1721. Cfr. le Transaiioni filosofiche 
della Società reale di Londra per l’anno <735 (a pa(. 121 della traduiione francese, 
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Analogamente, il teorema di Brianchon si potrà foggiare come 
segue: 

Se un triangolo cpq (fig. 84*) si deforma in modo che i suoi 
vertici pq,pc, qc' si muovano sulle rette fisse r^by a, mentre due 
lati p, q ruotino attorno ai punti fissi cb\ ca\ il terzo lato c' in- 
viluppa una conica, che ò toccata dalle rette date a, h, dalla con- 
giungente c dei punti fissi, dalla retta b' che unisce i punti or, 
cb\ e dalla retta a’ che dal punto br va al punto ca'. 

120 . Se nelle proposizioni del N® 116, a destra, supponiamo 
che una tangente sia la retta all’infinito, la conica sarà una pa- 
rabola (N® 18, g); dunque 

Una parabola ò individuata da quattro tangenti; 

Ossia 116, b, a destra): 

Vi è una sola parabola che tocchi quattro rette date. 

a) Facendo la stessa ipotesi nel teorema N* 113, ò), i punti 
all’ infinito delle due tangenti, punteggiate projettive, saranno 
punti corrispondenti, giacché la retta che li unisce ò una tangente 
della curva. Dunque (N* 74): 

Quantesivogliano tangenti di una parabola segano due 
tangenti fisse della medesima in punti che costituiscono 
due punteggiate simili; ossia: 

Due tangenti fisse di una parabola sono divise da 
tutte le altre tangenti in parti proporzionali 0. 

Le due tangenti fisse siano segate dalle altre ne’ punti A ed A\ 
B e B, C e C', ... (fig. 86*); e siano P, Q' i punti di contatto 
di quelle, così che il punto comune alle medesime si dovrà indi- 
care con 0 con P, secondo che si consideri come punto dell’una 
0 dell’altra. Avranno dunque luogo le uguaglianze 


AB AC 
A'B^AC — 



"'A'F~A'Q' FQ * 


b) Viceversa (N® 114, &), date (in un piano) due rette 
punteggiate simili, tutte le rette che congiungono cop- 


ed. a Bologna 1741 ), c; Chasles, Apergu hatorique sur l'origine et le développe- 
meni des méthodes en géométiie (Bruxelles 18:i7), p. 150, Se il punto R si suppone 
airinfinito, il teorema diviene il lemma 20 di Newton, PhilosophÙB naturalis Prin- 
cipia mathematica, lib. I (pag. 198 dell’ediz. Colonia 1760; la 1* edizone è del 1686). 

(’) Apouomi PergìBI, Conicorum, lib. Ili, 41. 
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pie di punti corrispondenti sono tangenti di una stessa 
parabola, che tocca le rette date ne’ punti che corri- 
spondono alla loro mutua intersezione. 

Infatti, la retta all'infinito è in questo caso una tangente della 
conica, giacché unisce i due punti all'infinito delle rette date, i 
quaìi sono punti corrispondenti (N“ 73). 

121 . Nel teorema del N“ 114, a), si supponga il punto P 
all'infinito, vale a dire il primo fascio formato da raggi paralleli. ' 
Alla retta QP (cioè alla retta parallela ai raggi del primo fascio 

e passante pel centro del secondo), considerata come raggio p’ del 
secondo fascio, corrisponde nel primo la retta p, tangente in P; 
ora questa retta p può essere a distanza finita o a distanza infinita. 

Nel 1“ caso (fig. 87*), la retta all'infinito è un raggio j del 
primo fascio, a cui corrisponderà nel secondo fascio un raggio j' 
diverso da p', epperò non passante per P; dunque la conica sarà 
un'iperbole (N° 18, g), i cui punti aU’infinito sono P=pp’ ejj'] 
la retta p è uno degli assintoti, e j è parallela all’altro. 

Nel 2* caso (fig. 88‘), la retta aU’inlinito è tangente ih P alla 
conica, epperò questa è una parabola. 

122 . Se nel medesimo teorema del N” 114, a) si suppongono 
entrambi i punti P, Q a distanza infinita (fig. 89‘), ciascuno de' 
duo fasci projettivi sarà formato da raggi paralleli; e la conica 
generata per mezzo di essi, dovendo passare pei centri P, Q, sarà 
un'iperbole (N“ 18, g). Gli assintoti dell’iperbole sono le tangenti 
ne’ suoi punti all’infinito (i); epperò saranno que’ raggi del 
primo e del secondo fascio che corrispondono alla retta all’infinito , 
considerata come raggio del secondo e del primo fascio, rispetti- 
vamente. 

Secondo il teorema generale N“ 113, 6), gli assintoti dell’iperbole 
sono incontrati da tutte le altre tangenti in punti costituenti due 
punteggiate projettive, nelle quali i punti di contatto, che qui sono 
aH’infinito, corrispondono al punto 0 ove si segano gli assintoti. 
Dunque l’equazione JM . l'M' — cost.* dei N‘ 59, 83 diviene nel 
caso nostro OM . OM' = cost.*, dove M, M' siano le interse- 
zioni di una tangente qualunque cogli assintoti. Conclndiamo 
pertanto : 


(') Desakcues, l. C; p. 210; — Newton, l. e., scolio alla prop. 27. 
6 CuHONA, Elem. di Ctoni, partii. 
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Il prodotto dei segmenti fatti da una tangente qua- 
lunque dell’iperbole sui due assintoti, contati a par- 
tire dal punto (l’incontro di queste duo rette, ha un 
valore costante. 

Ed anche si pub dire: 

L’area del triangolo racchiuso da una tangente qua- 
lunque deU’iperbolo o dagli assintoti ò costante (i). 

123. Applichiamo il teorema del N” 113, h) anche al caso di 
duo tangenti fisse parallele, segate da una tangente variabile 
in M,M'. Nello punteggiate projettive generate da questi punti, 
al punto (all’infinito) comune alle due tangenti fisso corrispondono 
i loro punti di contatto; designandoli pertanto con J, avremo in 
virtù del citato N° 59, l’uguaglianza JM . T'M’ = cost.®. Dunque: 

Il prodotto' dei segmenti che una tangente variabile 
determina in duo tangenti parallele fisse, a partire dai 
loro punti di contatto, è costante (2). 


8 15. Costruzioni ed esercizi. 


124. Per mezzo de’ teoremi correlativi del N® 117 si risolvono 
i problemi seguenti: 


Date cinque rette ab'cab tangenti 
di una conica, costruire la tangente 
che ad essa si può condurre da un 
punto J7, dato in una delle tangenti 
nate, a (fìg. 90*). 

Indicata con c' la tangente richie- 
sta, l’esagono ab'ca'bc' avrà la pro- 
prietà espressa nel teorema di Brian- 
CHON. Gonducansi la diagonale r che 
unisce i due vertici opposti ab' ed a'ò, 
c la diagonale q che unisce i due ver- 
tici opposti co' c c'a (dove ca è il 
punto dato //), Pel punto qr dovrà 
passare anche la diagonale che unisce 
gli altri due vertici opposti 6c' c b'c. 


Dati cinque punti AB'CA'B di una 
conica, trovare il punto comune ad 
essa c ad una retta data r, la quale 
passi per uno de’ punti dati , A 
(fig. 01"). 

Indicato con C il punto cercalo, 
l’esagono AB'CA'BC avrà la pro- 
prietà espressa nel teorema di Pascal. 
Sia dunque R il punto comune alle 
AB'^ A'B (due lati opposti dell’esa- 
gono); Q il punto comune alle CA’, r 
(altri due lati opposti); la congiun- 
gentc QR dovrà segare in uno stesso 
punto P gli altri due lati opposti B'C 
e BC. Dunque, se il punto P, co- 


(') Apollonio, l. c., Ili, t3. (*) Apollonio, l. c., Ut, 42. ' 
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Dunque, se è la congìungente dei 
punti qr c b'Cf il punto pb congiunto 
coi punto dato darà la retta doman- 
data c'. 

Se ora si danno altre posizioni al 
punto dato H (purché sia sempre in 
una delie tangenti conosciute), c cia- 
scuna yolta si ripeta la costruzione 
che precede, si otterranno quante 
tangenti si vogliono delia conica. Dun- 
que, il teorema di Brianchon serve* 
a costruire per tangenti la conica in- 
dividuata da cinque tangenti date 


mune alle B'C, QR, vien congiunto 
a la J5P segherà r nel punto cer- 
calo 6". 

Se ora si dànno altre posizioni alla 
retta data (purché passi sempre per 
uno de’ punti conosciuti della conica), 
e ciascuna volta si ripeta la costruzio- 
ne che precede, si otterranno quanti 
punti si vogliono della conica. Dun- 
que, il teorema di Pascal serve a 
costruire per punti la conica indivi- 
duala da cinque punti dati (^). 


125 . Nel problema che precede, a destra, il punto B sia a distanza infi- 
nita. La conica sarà allora (in generale) un’iperbole, della quale si conoscono 
i punti AB'CA'y e la direzione di un assintoto; e si domanda la seconda 
intersezione con una retta data r passante per A (fig. 92‘). 

La soluzione si ricava da quella del problema suddetto, portando il punto 
B all’infinito nella direzione data. Vale a dire: congiungasi il punto R co- 
mune alla AB' ed alla retta condotta per A' nella direzione data col punto 
Q comune alle r, A'C; poi pel punto P comune alle QR, B'C si conduca 
una retta parallela ad A'R, la quale segherà r nel punto cercalo C. 

a) Se invece é all’infinito il punto A, il problema diviene il seguente: 

Dati quattro punti B'CA'B e la direzione d’un assintoto di un’iperbole, 

trovare l’intersezione di questa con una data retta r, parallela all’assintoto 
(fig. 93“). 

Soluzione. — Congiungasi il punto R comune alla A'B ed alla retta con- 
dotta per B' nella direzione data, col punto Q comune alla A'C ed alla 
retta data; poi si unisca il punto B col punto P comune alle QR, B'C; 
la BP segherà la retta data nel punto cercato C. 

b) Siano aH’infinito i punti A', B; avremo allora il problema che segue: 

Dati tre punti AB'C e le direzioni degli assinloU d’un’iperbole, trovare il 

secondo punto comune alla curva e ad una data retta r passante per A 
(fig. 94“). 

Soluzione. — Pel punto Q comune ad r ed alla retta condotta per C nella 
direzione del primo assintoto si tiri la parallela alla AB', la quale seghi in 
P la B'C ; per P si tiri la parallela al secondo assintoto ; questa segherà r 
nel punto cercato C. 

c) Supponendo invece aU’infinito i punti A,B', il problema risoluto dalla 
esposta costruzione sarà quest’altro: 


(’) Brianchon, l c., p. 38; — Poncelet, l c., N» 209. 

(*) Newton, l. c., prop. 22; — Maclaurin, De linearum geometncarum proprie^- 
tatibus generalilms (Lendini 1748), % 44. 
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Dì un'iperbole si conoscono Ire punti CA'B e le direzioni dei due assin- 
loti; si domanda l’intersezione della curva con una data retta r, parallela 
al primo assintuto (lìg. 95*). 

Soi.uzioNE. — Per Q, punto comune alle r, CA si conduca la parallela 
ad A'B, la quale seghi in P la parallela al secondo assinlolo tirala per 6’; 

la BP segherà la retta data nel punto cercalo C. 

d) B ancora suppongansì a distanza finita i punti fì'CA'B, e all’ infinito 
tutta la retta AG'. Avremo allora il problema ; 

Conoscendo quattro punti B'CA'B di un’iperbole e la direzione di un as- 
sintoto, trovare la direzione dell’altro assinloto (lìg. OC"). 

Soluzione. — Da /? punto comune alla A'B ed alla retta condotta per B' 
nella direzione data, sì guidi la parallela alla CA', che seghi in P la B'C. 
La BP avrà la direzione richiesta. 

Tutti questi problemi non sono che casi particolari di quello del N° 124 
a destra ; e sarà bene che lo studente si eserciti a ricavare dalla costru- 
zione generale lo costruzioni pei casi particolari, la qualcosa richiede sol- 

tanto d’aver presente che il congìungere un punto dato a distanza finita con 
un altro situato all’iitfinilo in una direzione data equivale a condurre pel 
primo punto la parallela alla direzione data. 

126. In modo analogo, consideriamo: ì casi particolari del problema del 
N° 124, a sinistra, supponendo che qualche elemento si allontani all’infinito. 

Supponiamo in primo luogo che il punto ac sìa alfìnfinito. Il problema 
da risolvere allora sarà : 

Date cinque tangenti ab'ea'h di una conica, costruire la tangente paral- 
lela ad una delle date, per esempio ad a (lìg. 97*). 

Soluzione. — Si costruiscano: la retta r che unisce i punti ab', db-, la 
retta q che passa pel punto de ed è parallela ad a; e la retta p che con- 
gìunge i punti qr, b'c ; la tangente cercala c' passerà pel punto pb. 

Da un punto qualunque del piano si possono condurre ad una conica tutt’al 
più due tangenti (N" 18, f); da un punto di una tangente data si può con- 
durre soltanto un’altra tangente. Dunque se la conica 6 una parabola, due 
tangenti non possono mai essere parallele. 

a) Sia all’infinito la retta 6; avremo il problema; 

Date quattro tangenti ab'cd dì una parabola, costruire la tangente che 
passa per un punto dato // di a (fig. 98*). 

Soluzione. — Si costruiscano; la retta r che passa pel punto ab' ed è 
parallela ad a; la retta q che congiuiige il punto dato B col punto oc; e la 
retta p che unisce i punti qr, b'c. La tangente cercata sarà parallela alla p. 

b) Se ò all’infinilo la retta a, abbiamo il problema: 

Date quattro tangenti b'cdb di una parabola , costruire la tangente che ha 
una direzione data (fig. 99"). 

Soluzione. — Si costruiscano: la retta r che passa pel punto db ed è 
parallela a b'; la retta q che passa pel punto a'c ed ha la direzione data; 
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e la retta p che unisce i punti b’c, qr. La tangente cercata passerà prl 
punto pb. 

c) Variando nel penultimo problema la posizione del punto dato su a, o 
uelFullimo la direzione data, si giunge alla risoluzione del problema: 

Costruire le tangenti della parabo’la determinala da quattro 
tangenti date. 

8 16. Corollari dei teoremi di Pascal e Brianclioii. 

127. Crià abbiamo addotto parecchie proposizioni e costruzioni 
(N° 124 e seg.) che sono immediate conseguenze de’ teoremi di 
PisciL^e Brukchon, nascenti dal supporre qualche elemento allon- 
tanato a distanza infinita. Altri corollari si ottengono se si ima- 
gina che due de’ sei punti o delle sei tangenti siano infinitamente 
vicine (1). 

Se AB'CABC sono sei punti di una conica, il teorema dì Pascal 
dice in sostanza che sono projettivi per es. i fasci A(ABCC'), 
B(A'B'CC'). In essi, al raggio AB del primo corrisponde la retta 
che tocca la conica in B; sicché si pub invece dire essere proiet- 
tivo il gruppo delle quattro rette 

AA', AB', AC, AB 
al gruppo formato dalle 

BA', BB', BC 

e dalla tangente in B] e cib equivale manifestamente a supporre 
che il punto C, dianzi preso ad arbitrio nella curva, sia ora infi- 
nitamente vicino a B. L’esagono inscritto si muta adunque nella 
figura costituita dal pentagono inscritto AB'CA'B e dalla tan- 
gente b nel vertice B (fig. 100*) ; ond’è che il teorema di Pascal 
diviene : 

Se un pentagono {AB'CA'B) è inscritto in una co- 
nica, il punto comune a due lati non consecutivi (AB', 
A'B), il punto comune a due altri lati non consecutivi 
(AB, CA'), od il punto ove il quinto lato (B'C) incon- 
tra la tangente nel vertice opposto (B) sono in linea 
retta. 


(’) Carmot, /. c., pag. 455-fi. 
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Possiamo ricavare questo corollario anche dalla costruzione (N° 66, a destra) 
di due fasci projeltivi. Date le coppie AA e BA', AC e BC, AB' e Bff di 
raggi corrispondenti, si seghino i due fasci colle trasversali CA', Cff, e sia 
B il punto di concorso delle AB, AB"-, allora due raggi corrispondenti qua- 
lisivogliano de’ fasci A, B dovranno rispettivamente segare le trasversali C/T, 
CB in due punti allineati con B. Laonde, per ottenere quel raggio del secondo 
fascio che corrisponde ad AB, vale a dire la tangente in B, basta congiun- 
gere R col punto Q comune alle CA, AB-, la retta domandata sarà quella 
che da B va al punto P intersezione delle CB’, QR. Questa costruzione coin- 
cide appunto col corollario sopra enunciato. 

128. Questo corollario serve a risolvere i due problemi seguenti; 

Dati cinque punti A,B,C, A', B di una conica, costruire la tan- 
gente in uno de’ punti dati, B (fig. 100’). 

Soluzione. — Conginngasi il ponto Q comune alle AB,CA' col punto R 
comune alle AB, A'B\ e sia P l’intersezione delle BC, QR. Sarà BP la 
tangente domandata Q). 

Casi particolari. — (Sia uno de' ponti .4B'Ci4' airinfiuito). Conoscendosi 
quattro punti di un’iperbole c la direzione di un assintoto, costruire la tan- 
gente in uno de’ punti dati. 

(Sia B aU’iniinito). Conoscendosi quattro punti di un’iperbole e la di- 
rezione di un assintoto, costruire quest’assintoto. 

(Siano all’inflnito due de’ punti AB'CA). Conoscendosi tre punti di 
un’iperbole e le direzioni degli assintoti, costruire la tangente in uno de’ 
punti dati. 

(Siano aU'infinito B ed uno degli altri punti). Conoscendosi tre punti 
di un’iperbole e le direzioni degli assintoti, costruire un assintoto. 

2* Dati quattro punti ABA'C di una conica e la tangente in B, co- 
struire la conica per punti ; per cs. trovare quel punto che la curva ha co- 
mune con una data retta r passante per A (fig. lOO*). 

Soluzione. — Sia R il punto comune alle r, AB', Q il punto ove AB 
sega CA' ; e P il punto comune alla QR ed alla tangente data. Il punto 
cercato sarà quello in cui la CP sega la retta data. 

Supponendo aU’infinito uno o due de’ punti il.4'C, ovvero il punto A e 
la retta r, ovvero il punto B, ovvero il punto B ed uno degli altri punti, 
ovvero il punto P e la tangente data, si hanno i seguenti casi particolari : 

Costruire per punti l’iperbole della quale si conoscano tre punti, la tan- 
gente in uno di questi e la direzione di un assintoto; ovvero due punti, la 
tangenle in uno di questi e le direzioni degli assintoti; ovvero tre punti ed 
un assintoto; ovvero due punti, un assintoto e la direzione dell’altro; 

Costruire la parabola, della quale si conoscano tre punti a distanza finita 
e la direzione delle rette concorrenti nel punto aU’infinito. 

(') MiCLAi'Rm, I. c., $ iO. 
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129 . Tornando ora all’ esagono AB'CA'BC inscritto in ima 
conica , si supponga cho non solo C sia infinitamente Ticino a 
ma anche B' e C siano infinitamente vicini; la figura allora ci 
presenterit un quadrangolo inscritto -4 e le tangenti ne’ ver- 
tici B, B' (fig. 101*), e il teorema di Pascal diviene: 

Se un quadrangolo è inscritto in una conica, il punto 
comune alle tangenti in due vertici opposti è in linea 
retta coi due punti di concorso delle <;oppio di lati 
opposti (1). . 

Ciò coincide con una proprietà già osservala altrove (N** 67, a destra). 
Infatti, se si considerino i fasci proiettivi i cui raggi corrispondenti sono HA 
e B'A, DA’ e /i'4', ... , la rolla che dal punto Q comune alle DA e D'A’ 
va al punto D comune alle D'A, DA' dee passare per l’ intersezione P de' 
raggi che corrispondono alla congiungenle de’ due contri D, D’. 

130 . Il corollario che precede serve a risolvere i seguenti problemi : 

1" Dati quattro punii AD’ AD' di una conica e la langenle DP in D, 
costruire la langenle in D' (lìg. 101”). 

Soluzione. — Siano: Q il punto comune alle AD, A’D'\ R il punto co- 
mune alle AD', A'D; e P il punto comune alla tangente data ed alla QR. 
La tangente domandala sarà D'P (2). 

Supponendo aU’inGnilo alcuno de’ punti dati o la retta data, si ottengono 
le soluzioni de’ problemi speciali che seguono : 

Costruire la langenle in un punto dato di un’iperbole della quale si co- 
noscano: 0 due altri punti,. la tangente in uno di questi e la direzione di 
un assintoto ; o un altro punto, la langenle in esso e le direzioni degli as- 
sintoli; ovvero due altri punti e un assintoto; ovvero un altro punto, un 
assintoto e la direzione deH’allro- assintoto ; 

Costruire Tassintoto dato in direzione di un’iperbole della quale siano 
inoltre dati tre punti e la tangente in uno di essi, ovvero due punti, la tan- 
gente in uno di essi c la direzione del secondo assintoto, ovvero due punti 
e il secondo assintoto ; 

Costruire la tangente in un punto dato di una parabola della quale si 
conoscano due altri punti a distanza finita e la direzione sulla quale è situalo 
il punto all’infinito. 

V Costruire per punti la conica della quale siano dati tre punti ABB’ 
e le tangenti DP, D'P; per es. costruire il punto in cui la curva è segala 
da una retta r condotta ad arbitrio per B (fig. 101* bis). 

Soluzione. ~ Congiungasi il punto P comune alle tangenti date col punto 
R dove r incontra la AB'; e sia Q l’intersezione delle AB, PR. La con- 
giungenle DQ segherà r nel punto cercalo A', 

(’) .Maclaurin, /. c., % 3(). P) MAaAi'niN, 1. c., % 38. 
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Supponendo all' infinito alcuno de' punti ABB', o alcuna delle rette BP, 
B'Py r, si hanno le soluzioni de’ seguenti casi particolari : 

Costruire per punti l’iperbole della quale siano dati due punti colle rispet- 
tive tangenti e la direzione di un assintuto; ovvero due punti, la tangente 
in uno di essi e un assinloto ; ovvero un punto colla rispettiva tangente, un 
assintotu e la direzione deH’altro ; ovvero i due assintoti e un punto ; 

Costruire per punti la parabola della quale, oltre alla direzione delle rette 
concorrenti nel punto aU’infinito, si conoscano due punti e la tangente in 
uno di questi. 

131 . Considerando, nello stesso quadrangolo ABAB' (fig. 101*), 
gli altri due vertici opposti A ed A\ anche le tangenti in essi 
si segheranno sulla retta che unisce il punto {ABy AB) col punto 
{AB\AB)\ dunque: 

Se un quadrangolo è inscritto in una conica i punti 
ove si segano i lati opposti e i punti ove si segano 
le tangenti ne’ vertici opposti sono quattro punti in 
linea retta. 

132 . Scriviamo ora C^D^E^G in luogo di A\B',R,Q {fig. 102*). 
Nel quadrangolo inscritto ABGJ) il punto comune alle tangenti 
in -4 e C, il punto comune alle tangenti in e D, il punto co- 
mune ai lati AB, BC ed il punto comune ai lati AB, CB sono 
adunque in una stessa retta EG. 

Gli stessi quattro punti A, B, C, B, presi in altro ordine for- 
mano due altri quadrangoli inscritti ACDB, ACBB. Dunque, se 
si applica Tultimo teorema al quadrangolo inscritto -4 CDjB, avremo 
che il punto comune alle tangenti in -4 e D, il punto comune alle 
tangenti in C e B, il punto comune ai lati AB, CB ed il punto 
comune ai lati AC, BB sono tutti in una medesima retta FG. 
Ed analogamente dal quadrangolo inscritto ACBB si caverà, che 
le tangenti in e jB, le tangenti in C e D, i lati AD, CB, ed i Iati 
AC, BD si segano in quattro punti di una medesima retta EF (^). 

Le tre rette così ottenute, EG, FG, EF, sono i lati del tri- 
angolo diagonale (N° 30, 6) del quadrangolo completo i cui ver- 
tici sono i quattro punti dati ; e siccome le medesime rette conten- 
gono anche le intersezioni delle coppie di tangenti nei detti punti , 
così sono esse le diagonali del quadrilatero completo costituito dalle 
quattro tangenti; ossia: 

« 

(’) Macuurin, /. c., S — Carnot, l . c., pag. i53*>4. 
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Il quadrilatero completo formato da quattro tangenti 
di una conica e il quadrangolo completo formato dai 
quattro punti di contatto hanno il medesimo triangolo 
diagonale. 

Nella figura 102*, alcd sono le quattro tangenti, ABCD i 
punti di contatto, EFG il triangolo diagonale. 

133. Nel quadrilatero (completo) circoscritto abcd la diagonale 
che ha i termini nei punti oc , bd incontra le altre due diagonali 
in E,G‘, questi quattro punti sono perciò armonici (N* 48). Cor- 
relativamente; i due lati opposti del quadrangolo (completo) in- 
scritto ABCD, che concorrono in F, sono separati armonicamente 
mediante le rette che vanno agli altri due punti diagonali E, G 
(N“ 49). Si può adunque enunciare la proposizione che segue 
(fig. 102‘): 

Quando un quadrilatero (semplice) inscritto (ABCD) 
ha per vertici consecutivi i punti di contatto consecutivi 
d’un quadrilatero (semplice) circoscritto (abcd): 1“ le 
diagonali dei due quadrilateri passano per uno stesso 
punto (F) 0 formano un gruppo armonico; 2° i punti 
di concorso delle coppie di lati opposti dei due qua- 
drilateri sono in linea retta (EG) e separati armoni- 
camente; 3° le diagonali del quadrilatero circoscritto 
passano pei punti di concorso dei lati opposti del qua- 
drilatero inscritto (*). 

134 . Mediante il teorema del N° 132, se sono date quattro tangenti abei 
di una conica (fìg. 102') ed uno dei punti di contatto A, si trovano subito gli 
altri tre; c così pure, se sono dati quattro punti ABCD e la tangente a in 
uno di essi, si costruiscono le tangenti negli altri tre (*). 


Soluzione. — Si costruisca il trian- 
golo diagonale EFG del quadrilatero 
completo abcd: 1® in- 

contreranno rispettivamente le b,c, d 
in B, C, D. 


Si costruisca il triangolo diagonale 
efg del quadrangolo completo AfiCD ; 
i punti ag,af,ae apparterranno rispet- 
tivamente alle tangenti domandate 
b, c. d. 


135. Se consideriamo le quattro rette nòcrf come formanti un 
quadrilatero (non completo) circoscritto alla conica , possiamo dare 


(’) Chasif-s, Sect. (•(,«»//(/«, V 121. !*) MACiiraiN, l. c., S 3R e 39. 
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al teorema del N* 132 il seguente enunciato, del resto già com- 
preso in quello del N" 133 (>): 

Se un quadrilatero è circoscritto ad una conica, lo 
rette che uniscono i punti di contatto di due lati op- 
posti passano pel punto comune alle diagonali (fig. 103*), 

a) Questa proprietà coincide con una già dimostrata a proposito di due pun- 
teggiate proiettive (N° 67, a sinistra). Infatti, se consideriamo le punteggiate 
proiettive o, c nelle quali sono punti corrispondenti ab e cb, ad e cd , ... , la 
retta che congiunge i punti ab e cd e quella che congiunge i punti cb e ad 
si segano sulla retta che unisce i punti corrispondenti al punto ac, cioè 
sulla retta che unisce i ponti di contatto di a e c. 

b) Se la conica è un'iperbole, considerando il quadrilatero formato dagli 
assintoti c da due tangenti qualisivogliano, la proposizione ora enunciata dice 
che le diagonali sono parallele alla corda che unisce i punti di contatto delle 
due tangenti 0. 

136 . Il teorema che precede serve alla risoluzione del problema : 

Costruire per tangenti la conica della quale siano date tre tangenti a, b, c 

e due punti di contatto A,C-, per esempio condurre una nuova tangente 
da un punto H dato in a (lìg. 103*). 

Soluzione. — Si congiunga il punto ab con quello che è comune alla AC 
cd alla H(bc) -, la congiungente incontrerà c in un punto che riunito ad H 
darà la tangente domandata d. 

Supponendo airinlìnito alcuno de’ punti .1, C o alcuna delle tangenti date, 
si hanno le soluzioni per diversi casi particolari : 

Costruire per tangenti l'iperbole della quale sono dati un assintoto, due 
tangenti ed un punto di contatto; ovvero i due assintoti ed una tangente; 

Costruire per tangenti la parabola della quale si conoscono il punto all’in- 
finito, due tangenti ed un punto di contatto ; ovvero due tangenti c i loro 
punti di contatto. 

137. Se nel teorema di Pasciiì si suppongono infinitamente vicini 
A e B", C eA A', B e C, avremo (fig. 104*) un triangolo inscritto 
ABV e le tangenti ne’ vertici; dunque: 

Se un triangolo è inscritto in una conica, le tan- 
genti ne’ vertici incontrano i lati rispettivamente op- 
posti in tre punti in linea retta. 

138 . Questo teorema risolve il problema : 

Dati tre punti A, B, C di una conica e le tangenti in due di essi A, B, 
trovare la tangente nel terzo (fig. 104‘). 

(') Newton, l. c., cor. 2* al lemma 24. 

(*) Apollonio, l. c., Ili, 44. 
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SoLuziosE. — Le Ungenti date incontrino rispettivamente BC,CA in P,Q; 
e la PQ incontri AB in /?; sarà CR la tangente domandata. 

Sono casi particolari di questo problema i seguenti : 

Dati due punti A, B di un’iperbole, le tangenti in essi punti e la dire- 
zione di un assintoto, costruire questo assintoto. 

Di un'iperbole si conoscono un assintoto, un punto .4 colla relativa tan- 
gente e la direzione dell’altro assintoto; costruire il secondo assintoto. 

Di nn’iperbole si conoscono ì due assìntoti ed un punto C ; costruire la 
Ungente in C. 

Di una parabola si conoscono due punti A, C, la tangente in i4, e la dire- 
zione delle rette concorrenti nel punto airinfinito; costruire'la Ungente in C, 

139. Il triangolo inscritto ABC o il triangolo BEF formato 
dalle tangenti (fig. 104*) hanno adunque la proprietà, che le coppie 
de’ loro lati BC ed EF, CA ed FB, AB e BE si segano in tre 
punti d’una retta. Perciò i due triangoli sono omologici, cioè 
(N® 13) lo rette AB, BE, CF, che congiungono i vertici, pas- 
seranno per uno stesso punto 0. Ossia: 

So un triangolo è circoscritto ad una conica, lo rette 
che dai vertici vanno ai punti di contatto dei lati ri- 
spettivamente opposti concorrono in un punto. 

140 . Questo teorema risolve il problema; 

Date tre tangenti di una conica e due punti di contatto, trovare il terzo. 

Soluzione. — Sia DEF (fìg. i04‘) il triangolo circoscritto formato dalle 
Ungenti date; ed i punti di conUtto di EF, FD. Le AD, BE con- 
corrano in 0; la fO segherà DE nel punto domandato C. 

Casi rAnricoLAni: Date due tangenti e un assintoto di un’iperbole, oltre 
al punto dì conUtto di una tangente, costruire il punto di contatto dell'altra 
Ungente. 

Dati i duo assintoti e una Ungente di un’iperbole, costruire il punto di 
conUtto di quesU Ungente. 

Date due tangenti c i punti di conUtto di una parabola, costruire la di- 
rezione delle rette concorrenti nel punto all’inflnìto. 

Date due Ungenti, il punto di contatto di una di esse e il punto all'in- 
finilo di una parabola, costruire il punto di conUtto dell’altra tangente. 

141. Come dal teorema di Pascal si sono ricavati teoremi spe- 
ciali, risguardanti il pentagono, il quadrangolo ed il triangolo 
inscritto, così, con un procedimento affatto analogo, si possono 
dedurre dal teorema di Briahchon le proposizioni correlative, con- 
cernenti il pentagono, il quadrilatero ed il triangolo circoscritto. 

Infatti, so dalle sei tangenti ab'ea'bc', formanti l’esagono circo- 
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scritto (N® 117, a sinistra), so ne suppongono due, per es. h e c', 
infinitamente vicine, siccome una tangente incontra nel suo punto 
di contatto la tangente immediatamente successiva (N‘ 110, 113), 
così l’esagono circoscritto si muterà nella figura costituita dal 
pentagono circoscritto ab'ca'h e dal punto di contatto del lato h 
(fig. 105®). Il teorema di Brianchon dà allora: 

Se un pentagono è circoscritto ad una conica, due 
diagonali congiungenti duo coppie distinte di vortici 
e la retta (?he unisce il quinto vertice al punto di 
contatto del lato opposto, concorrono in uno stesso 
punto. 

fl) Questo teorema coincide con una proprietà delle punteggiate projeltive 
altrove già osservata (N® 66 , a destra). Abbiansi infatti nelle rette a, 6 le 
punteggiale projetlive determinate dalle seganti a',ò',c; se la prima pun- 
teggiala vien proiettata dal punto coi e la seconda dal punto ch\ si hanno 
due fasci prospettivi la cui comune sezione è la retta r che unisce i punti 
db. Dunque, se si domanda il punto della seconda punteggiata, che corri- 
sponde al punto db della prima, vale a dire il punto di contatto della tan- 
gente à, basta tirare la retta 7 che da cd projeita il punto aà, e quindi la 
retta p pei punti cb\ qr; il punto pb sarà il domandato. 

b) La proprietà ora ottenuta del pentagono circoscritto dà il mezzo di ri- 
solvere i problemi seguenti ; 

ì® Dato cinque tangenti di una conica costruire il punto di contatto di 
una qualunque fra esse (Q. 

Caso particolare; Date quattro tangenti dì una parabola, trovare i punti 
di contatto e il punto airinfinìlo. 

T Costruire per tangenti la conica della quale siano date quattro tan- 
genti cd un punto di contatto. 

Casi particolari; Costruire per tangenti l’iperbole della quale siano date 
tre tangenti ed un assintolo ; 

Costruire per tangenti la parabola della quale siano date tre tangenti e il 
punto airinfinìto, ovvero tre tangenti ed un punto di contatto. 

c) I corollari del teorema di Brianchon rispetto al quadrilatero e al trian- 
golo inscritto non sono altro che i teoremi dei N> 135 e 139, e sono ri- 
spettivamente correlativi ai teoremi de’ N* 129, 137 ; come sono correlativi 
fra loro quelli dei N* 127 e 141. 

Sarà un utilissimo esercizio per lo studioso quello dì risolvere da sè i 
problemi enunciali nel presente §; le costruzioni rientrano tutte in due sole, 
fra loro correlative, in quelle cioè che sono ìmincdìatamenle somministrate 
dai teoremi di Pascal c Brianchon. 

(') Maclauiun, /. 0., % 41. 
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142. I corollari dei teoremi di Pascal e Biuanchon mettono in evidenza 
che, come una conica è individuata da cinque punti o da cinque tangenti, 
cosi è pure individuala da quatlro punti e dalla tangente in uno di essi, da 
quattro tangenti e da un punto di contatto, da tre punti e dalle tangenti in 
due di essi, da tre tangenti e da due punti di contatto. Donde segue che: 
1 ” infinite coniche possono passare per tre punti dati e in uno di essi toc> 
care una retta data , o passare per due punti dati e in essi toccare rette 
date ; ma due qualunque di tali coniche non possono avere alcun altro punto 
comune; 2 <> infinite coniche possono toccare una retta data in un punto dato 
e due altre rette date, ovvero due rette date in punti dati ; e due qualun> 
que di tali coniche non hanno alcun’allra tangente comune. 

Dunque, se due coniche toccano una retta data in uno stesso punto (cioè 
se le due coniche si toccano fra loro in questo punto), esse 
non possono avere inoltre più di due punti e più di due tangenti comuni; 
e se due coniche toccano due rette date in punti dati (cioè se le due co- 
'niche si toccano fra loro in due punti), esse non possono avere 
altri punti o altre tangenti comuni. 

Si può anche dire che, se due coniche toccano una retta a in uno stesso 
punto questo equivale a due punti d'intersezione, e la retta a equivale 
a due tangenti comuni. 


§ 17. Teorema di Desargues. 


143. Un quadrangolo QRST (fi- 
gura 106") sia inscritto in una conica, 
ed una trasversale arbitraria s seghi 
i lati (3T, RS, QR, TS nei punti 
A'f B' e la conica nei punti P, P'. 

Sono projellivi (N" 113, a) i due 
gruppi di raggi che da Q e da S pro- 
jellano i punti P, /?, P', T della co- 
nica , epperò projetìivi anche i due 
gruppi di punti PBP'A , P.l ’P'B' 
ne’ quali i detti raggi sono segati dalia 
trasversale s. Dunque (N'> 56) sono 
projeltivi i gruppi PBP'A, P'B'PA', 
vale a dire (N° 94) 

PP’ . AA' . BB' 

sono tre coppie di punti in involu- 
.zione. Si ha cosi il teorema di De- 
sàrgues (^): 

(>) L. c., p. I7t, 176. 


Un quadrilatero grst (fig. 107") sia 
circoscritto ad una conica ; e da un 
punto arbitrario S si tirino le rette 
a, a, b, b' ai vertici qt, rs, qr^ ts del 
quadrilatero e le tangenti p, p alla 
conica. 

Sono projellivi (N" 113, b) i due 
gruppi di punti ne’ quali la 9 e la s 
segano le tangenti p,r,p, t della co- 
nica, epperò projellivi anche i due 
gruppi di raggi pbp'a,pap'b' che pro- 
jeltano i dèlti punti da S. Dunque 
(N“ 56) sono projellivi i gruppi pbp'a, 
pb'pu vale a dire {N“ 94) 

PP . aa . bb' 

sono tre coppie di raggi in involu- 
zione. Si ha così il teorema (corre- 
lativo di quello di Desargues): 
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Una trasversale arbitraria 
incontra una conica e i lati 
opposti di un quadrangolo 
inscritto in tre coppie di 
punti conjugati in involu- 
zione. 


144. Questo teorema può servire, 
al paro di quello di Pascal (N° H7, 
a destra), a costruire per punti la 
conica della quale siano dati cinque 
punti P(5/?S7’(fig. 106“). Infatti, con- 
ducasi per P una trasversale arbitra- 
ria », che seghi le QT, RS, QR, TS 
\n A,A , B,R'; indi si costruisca il 
punto P’ conjugato di P nell’involu- 
zione determinata dalle coppie AA', 
BB (N“ 102), e sarà P' un punto 
della conica da descriversi. 

145. All’involuzione determinata 
dai punti AA', BB appartiene anche 
(N° 101, a sinistra) la coppia CC de’ 
punti in cui la trasversale sega le 
diagonali QS, RT del quadrangolo 
inscritto. 

Inoltre, bastando i punti AA', BB 
a determinare l’involuzione, a questa 
appartengono i punti conjugati PP', 
qualunque sia la conica circoscritta 
al quadrangolo QRST-, dunque: 

Tutte le coniche circoscritte 
ad uno stes.so quadrangolo so- 
no incontrate da una trasver- 
sale arbitraria in coppie di 
punti in involuzione. 

Se l’involuzione ha due punti doppi, 
ciascun di questi terrà luogo di due 
intersezioni PP’ coincidenti (o infi- 
nitamente vicine), vale a dire, sarà 
il punto di contatto fra la trasversale 
ed una conica circoscritta al qua- 
drangolo. 


Le due tangenti condotte 
da un punto arbitrario ad una 
conica e le rette condotte 
dallo stesso punto ai vertici 
opposti di un quadrilatero 
circoscritto formano tre cop- 
pie di raggi conjugati in in- 
voluzione. 

Questo teorema può servire, come 
quello di Bhiancbon (N“ 117, a si- 
nistra), a costruire per tangenti la 
conica della quale siano date cinque 
tangenti pqrst (fig. 107*). Infatti, pren- 
dasi in p un punto arbitrario S, dal 
quale si tirino i raggi a, a', b, b' ai 
punti r»,qr, (»; indi si costruisca 
(M° 102) il raggio p conjugato di p 
nell’involuzione determinata dalle cop- 
pie aa', bb'; e sarà p’ una tangente 
della conica da costruirsi. 

All’involuzione determinata dai rag- 
gi aa', bb' appartiene anche {N“ 101, 
a destra) la coppia cc' de’ raggi che 
projettano da S i punti qtrt di con- 
corso de’ lati opposti del quadrilatero 
circoscritto. 

Inoltre, bastando i raggi aa, bb' a 
determinare rinvuluzionc, a questa 
appartengono i raggi conjugati pp', 
qualunque sia la conica inscritta nel 
quadrilatero qrst ; dunque : 

Le coppie di tangenti tirate 
da un punto arbitrario alle co- 
niche inscritte in uno stesso 
quadrilatero formano un’invo- 
luzione. 

Se l’involuzione ha due raggi doppi, 
ciascuno di questi farà le veci di due 
tangenti pp' coincidenti (o infinità- 
mente vicine), vale a dire sarà tan- 
gente in S ad una conica inscritta 
nel quadrilatero. 
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Dunque, o yì sono due coniche 
passanti per quattro punti dati QRST, 
e tangenti ad una retta data s (che non 
passi per alcuno de’ punti dati), o 
non vi è alcuna conica che soddisfac- 
cia a tali condizioni. 

146 . Di sei punti AA'.BB’. PF 
accoppiali in involuzione, se cinque 
sono dati , il sesto è individuato 
(N® 102). Perciò se nella fig. 106" 
supponiamo data la conica, e varia- 
bile il quadrangolo, in modo che i 
punti AA'B siano fissi, anche il punto 
B' resterà invariabile; dunque: 

Se un quadrangolo, senza 
mai cessare d’essere inscritto 
in una conica, si deforma in 
modo che tre de’ suoi lati ruo- 
tino intorno a tre punti fissi 
in linea retta, anche il quarto 
lato passerà per un quarto 
punto fisso della medesima 
retta. 


Dunque, o vi sono due coniche, 
tangenti a quattro rette date qrst e 
passanti per un punto dato S (non 
situato in alcuna delle rette date), o 
non vi è alcuna conica che soddisfac- 
cia a queste condizioni. 

Di sei raggi aa' . bb' . cc' accop- 
piali in involuzione, se cinque sono 
dati, il sesto ò individualo (N° 102) . 
Perciò se nella fig. 107* supponiamo 
data la conica e variabile il quadri- 
latero, in modo che i raggi aa'ò siano 
fissi, anche il raggio b' resterà inva- 
riabile ; dunque : 

Se un quadrilatero, senza 
mai cessare d’essere circo- 
scritto ad una conica, si de- 
forma in modo che tre de’ suoi 
vertici corrano su tre rette 
fisse uscenti da uno stesso 
punto, anche il quarto vertice 
si muoverà sopra una retta fissa 
uscente da quel punto. 


a) Lo stesso teorema (a sinistra) ha luogo per un poligono qua- 
lunque inscritto, di un numero pari di lati. Sia il poligono in- 
scritto di 2w lati, e si deformi per modo che i suoi primi 2n — 1 
lati passino ordinatamente per altrettanti punti fissi d’una retta s 
(fig. 108“). Dal D vertice conducansi le diagonali al 4=^ vertice, 
al 6®, all’8%..., airantipeiiultimo, onde il poligono riuscirà diviso 
in w — 1 quadrangoli semplici. Nel primo di questi quadrangoli, i 
primi tre lati (primi tre lati del poligono) passano per tre punti 
fissi di s, dunque anche il quarto lato (1“ diagonale del poligono) 
passerà per un punto fisso di s. Nel secondo quadrangolo, i primi 
tre lati (la 1“ diagonale e i lati 4® e 5® del poligono) passano per 
tre punti fissi di s , dunque anche il quarto lato (2“ diagonale del 
poligono) passerà per un punto fisso di s. Continuando in questo 
modo si giungerà aH’ultimo quadrangolo e si troverà che il quarto 
lato di questo quadrangolo, ossia il 2?i-esimo lato del poligono, 
passa anch’esso per un punto fisso di s. Dunque: 

Se un poligono d’ordine pari 2», senza cessar mai 
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d’essere inscritto in ìina conica data, si deforma per 
modo che i suoi lati, meno uno, passino per altret- 
tanti punti fissi in linea retta, anche l’ultimo lato 
passerà per un punto fisso della medesima retta (i). 

h) Se dal punto fisso intorno al quale gira l’ultimo lato si pos- 
sono condurre tangenti alla conica, e ciascuna di esse si prenda 
come posizione dell’ultimo lato, i due vertici situati in questo lato 
riusciranno coincidenti, cioò il poligono non avrà più che 2n — \ 
vertici. Il punto di contatto di ciascuna delle due tangenti sarà 
dunque il vertice di un poligono d’ordine 2« — 1 inscritto nella 
conica, i cui lati passano per \ 2n — 1 punti dati. 

c) Il giovane studioso potrà per esercizio dimostrare il teorema 
correlativo : 

Se un poligono d’ordine pari 2w, senza mai cessare 
d’essere circoscritto ad una conica data, si deforma 
in modo che i suoi vertici, meno uno, corrano su al- 
trettanti raggi fissi uscenti da uno stesso centro, 
anche rultinio vertice si muoverà sopra un raggio 
fisso uscente da quel centro (fig. 109*). 

d) Se quest’ultimo raggio sega la conica in due punti, e in 
ciascuno di questi si conduca la tangente, questa sarà il lato di 
uu poligono d’ordine 2w — 1 circoscritto alla conica, ed avente i 
suoi vertici nelle 2« — 1 rette date. 


147 . Supponiamo i punii S, T infi- 
nitamente vicini sulla conica (fig. 1 1 0‘), 
ossia la retta ST tangente in 5; il 
quadrangolo QRST diviene allora un 
triangolo inscritto QRS , e dal teo- 
rema di Desargues si ha: 

Se un triangolo QRS è inscrit- 
to in una conica, e se una tras- 
versale s incontra la curva in 
due punti PP', due lati del tri- 
angolo nei punti AA' y il terzo 
lato e la tangente nel vertice 
opposto nei punti BE' y queste 
tre coppie di punti sono in in- 
voluzione. 


Suppongansi le tangenti s,/ infi- 
nitamente vicine (fig. ili"), ossia la 
s tocchi la conica nel punto st\ il 
quadrilatero qrst diviene un triangolo 
circoscritto qrSy e dal teorema del 
144 (a destra) si ha: 

Se un triangolo qn è circo- 
scritto ad una conica, e se da 
un punto S si tirano alla coni- 
ca le tangenti pp', a due ver- 
tici d«l triangolo le rette aa, 
al terzo vertice ed al punto di 
contatto del lato opposto le 
rette hb'y queste tre coppie di 
rette sono in involuzione. 


(t) PoRGElBT, /. c., N« 513. 
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148 . ni qui si cava una cosini- Di qui si cava una costruzione del 

zione della tangente in 5 alla conica punto di contatto della tangente s colla 
della quale sono dati i cinque punti conica della quale siano date le tan- 
PP'QRS. Infatti, siano A,A',B i genti pp'qrs. Infatti, siano a,a',b i 
punti in cui la retta PP' incontra le raggi che dal punto pp projeltano i 
QS, RS, QR-, si costruisca (N° 102) punti qs, rs, qr ; si costruisca (N° 102) 
il punto D' conjugalo di R neU’invo- il raggio b' conjngato di b nell’invo- 
luzione determinala dalle due coppie lozione determinala dalle due coppie 
AA' . PP' ; sarà B’S la laugentc do- aa’ . pp' ; sarà b’s il punto di contatto 
mandata. che si cercava. 

149 . Suppongansi ora (flg. H2>) Suppongansi ora anche le tangenti 
anche i punti Q, R infìnilamente vi- q, r infinitamente vicine, cioè sia q 
cini sulla conica, cioè sia l2/{ tangente tangente alla conica nel punto qr; 
in Q-, sicché in lungo dei lati del allora in luogo dei vertici del quadri- 
quadrangolo inscritto QRST si avran- lalero circoscritto qrt(, si avranno i 
noie due tangenti nei punti (2,5 eia punti di contatto di due tangenti q, s 
corda di contatto QS (•). Sicco- c il punto qs ove queste concorrono 
me le rette QT,RS ora coincidono (flg- 113'). Siccome i punti qf,r* 
in una sola retta QS, anche i punti ora coincidono in un punto unico qt, 

i4' coincideranno in un punto uni- anche i raggi a, a coincideranno in 
co, che sarà per conseguenza uno un raggio unico, che sarà per con- 
degli elementi doppi dell'involuzione seguenza uno degli elementi doppi 
determinata dalle coppie PP' , fi.6'. deH’involuziune determinala dalle cop- 
ti teorema di Desargues dà pertanto: pie pp', bb'. Dal teorema del N" Hi 

(a destra) abbiamo cosi : 

Se una trasversale sega una Se da un punto S si tirano 
conica in due punti PP', due le tangenti pp’ ad una conica, 
tangenti di .essa in due altri e si projcttano due punti della 
punti BB' , e la corda di con- medesima e il punto comune 

tatto in A, questo sarà un pun- alle tangenti in essi punti me- 
lo doppio deU’involiizione de- diante i raggi bb',a, sarà a un 

terminata dalle coppie PP’.BB'. raggio doppio dell’involuzione 

Ossia: determinata dalle coppie pp',iò‘. 

Se :ina conica variabile tocca due Se una conica variabile tocca due 
rette date e passa per due punti dati rette dafe pp e passa per due punti 
PP, la corda di contano passa per dati, le tangenti in questi punti con- 
un punto fìsso della retta PP. correranno sopra una retta fìssa, pas- 

sante pel punto pp. 

Se, oltre alla conica, variano anche Se, oltre alla conica, variano an- 
le tangenti QU, SU, restando fìssi i che i punti di contatto delle q, », re- 
punti PPBW, la corda di contallo stando fìsse le rette pp'bb', il punto 

passerà ancora per l’uno o per l’altro di concorso qs cadrà ancora nell’uno 

(‘) Cioè la retta che unisce i punti di vontalto (Ielle due tantienli. 

7 Crexohì, Elm. di Gnm. prc)4tl. 
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dei punti doppi dell’ involuzione de- 
terminata dalle coppie PP' . BB'. 
Dunque, dati quattro punti PP'BB' 
in linea retta, descritta ad arbitrio 
una conica per PF, e condotte ad essa 
le tangenti da ìD e da se ciascuna 
tangente da B si combina con cia- 
scuna tangente da B\ si avranno quat- 
tro corde di conUitto, che a due a 
due concorreranno nei punti doppi 
dell’involuzione PP ' . BB’ (<). 

150. Di qui si ha una costruzione 
della tangente in S alla conica indi- ! 
vìduata da quattro punti PP'QS e dalla ; 
tangente in Q (fìg. H2“). Infatti, siano 
A^Bì punti in cui PP' incontra j 
QS c la tangente data ; e si costruisca | 
il punto B' conjugato di B nell’iiivo- 
luzìone determinata dalla coppia PP' 
e dal punto doppio A. Sarà SB' la 
tangente che si cerca. 


0 nell’altro de' raggi doppi deU’involu- 
zione determinata dalle coppie pp' . bb'. 
Dunque, dati quattro raggi pp'bV di 
un fascio, descritta ad arbitrio una 
conica tangente & p e p, e condotte 
ad essa le tangenti ne’ punti in cui 
la segano le rette 6, i»’; se si com- 
bina ogni tangente relativa a b con 
ciascuna tangente relativa a ò', si 
hanno quattro punti di concorso, che 
a due a due si troveranno ne’ raggi 
doppi deH’involuzione pp' . bb'. 

Di qui si ha una costruzione del 
punto di contatto della tangente scolla 
conica individuala da quattro tangenti 
pp’(js e dal punto di contatto di . q 
((ig. 113 '). Infatti, siano a, l i raggi 
che dal punto pp projeltano rispet- 
tivamente il punto qs e il punto di 
contatto dato; e si costruisca il raggio 
b' conjugato di b nell’involuzione de- 
terminala dalla coppia pp' c dal raggio 
doppio a. Sarà sb' il punto cercato. 


151. Nel teorema che precede (N® 149) suppongasi che la conica sia una 
iperbole (fig. 114*); le tangenti date siano gli ass'nloli, onde la corda Q/i 
sarà tutta aU’infìnito. 

L’involuzione {PPJ . BB' ...) ha dunque un punto doppio A airinfmilo; 
ne segue (N® 51) che l’altro elemento doppio è il punto di mezzo comune ai 
segmenti PP', BB'y .... Dunque: 

Se con una stessa trasversale si tagliano un’ iperbole e i 
suoi due ass inloti, il segmento intercetto dalla curva e il 
segmento intercetto dagli assintoli hanno lo stesso punto 
di mezzo. 

Dall’avere i segmenti PP', BB' lo stesso punto di mezzo segue che 

PB — B'P' e PB’ -BP’ (2). 

Di qui una regola per costruire l’iperbole della quale siano dati gli as- 
sintoti e un punto C^). 


(*) Bhianchon, l. c., p. 20, 2t. (•) Apollonio, l. c., U, 8, <6. 

(•) Apollonio, l. c., II, 4. 


DIgitized byGoogle 


162 . Nel teorema del N" 149 sup- | 
pongansi i punti PP' inrmilamente vi- 
cini (fig. 115'), cioè sia la trasversale 
tangente alla conica; il punto di con- 
tatto P sarà l’altro punto doppio del- 
l’involuzione determinala dalla coppia 
BE’ e dal punto doppio A ; dunque i 
quattro punti PABB’ sono armonici 
(N° 96, o). Ossia : 

In un triangolo circoscritto 
(UBB') ciascun lato {BB') è di- 
viso armonicamente dal suo 
punto di contatto (P) e dalla 
retta che unisce i punti di con- 
tatto {Q, S) degli altri due. 

a) Dal punto A parte un’altra tan- 
gente, il cui punto di contatto sia 0. 

I punti armonici PABB' sono il punto 
di contatto della tangente AB e quelli | 
in cui questa sega le altre tre tangenti 
OA, QB, SB' -, dunque (N” 113, b) le 
quattro tangenti AB, 0.4, QB, SB' 
saranno incontrale da qualunque altra 
tangente in quattro punti armonici; 
vale a dire, esse sono quattro tangenti 
armoniche (N° HI). E siccome la 
retta OS, che unisce i punti di con- 
tatto delle tangenti conjugate QB, SB' 
passa pel punto A, cosi: 

Se la corda dì contatto di 
due tangenti passa pel punto 
di concorso di due altre tan- 
genti, le prime due tangenti 
sono separate armonicamente 
mediante le altre due. 
b) E viceversa : 

Se quattro tangenti di una 
conica sono armoniche, la cor- 
da di contatto di due conjugate 
passa pel punto comune alle 
altre due. 


99 

Nel teorema del N° 149 auppon- 
gansi le tangenti pp' infinitamente vi- 
cine (fig. 116'), cioè il punto S sia 
preso sulla conica; la tangente in S 
sarà l’altro raggio doppio dell’involu- 
zione determinata dalla coppia bb' e 
dal raggio doppio a ; dunque ; i quat- 
tro raggi pabb' sono armonici (N'* 96, 
a). Ossia; 

In un triangolo inscritlo(uòò’) 
ogni angolo (66’) è diviso armo- 
nicamente mediante la tangen- 
te (p) nel vertice e la retta che 
va al punto di concorso delle 
tangenti (q, t) negli altri due 
vertici. 

La retta a incontra la conica in un 
altro punto, la cui tangente sia o. Le 
rette armoniche pabb' sono la tangente 
in S e le congiungenti dì S a tre altri 
punti della conica ( punti di contatto 
delle 0 , q, s); dunque (N” 113, a), 
questi quattro punti saranno projet- 
latì da qualunque altro punto della 
conica mediante quattro raggi armo- 
nici; vate a dire, essi sono quattro 
punti armonici della conica (N° 109), 
E siccome il punto di concorso delle 
9 , < è nella corda di contatto delle 
p, 0 , cosi : 

Se il punto di concorso delle 
tangenti in due punti è situato 
nella retta che congiunge due 
altri punti, i primi due punti 
sono separati armonicamente 
mediante gli altri due. 

E viceversa : 

Se quattro punti di una co- 
nica sono armonici, il punto di 
concorso delle tangenti in due 
punti conjugati giace nella ret- 
ta che congiunge gli altri due. 


153 . Questi due enunciati correlativi si possono fondere in un solo e me- 
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desimo teorema, in virtù della proprietà già veduta altrove (N> 112 e 113, e) 
che se quattro punti di una conica sono armonici, le quattro tangenti in 
essi sono armoniche e viceversa. E allora potremo dire; 

Se due tangenti di una conica concorrono in un punto 
della corda di contatto di due altre tangenti, viceversa 
il punto di concorso di queste .sarà nella corda di contatto 
delle prime due; e le quattro tangenti (del pari che i loro 
punti di contatto) costituiscono un gruppo armonico (*). 

Nella flg. 115", come QS passa per .4, cosi OP passa per U, punto co- 
mune alle QB, SB' ; e come sono armoniche le quattro rette U {Q ,S . P . A), 
cosi sono tali Je A (0 .P .Q . U). 

Nella fìg. 116’, come il punto qs è in a, cosi il punto op è nella u che 
congiunge i contatti delle q, s; e come sono armonici i quattro punti 
u(q.s.p.a), cosi sono tali i quattro punti a(o . p . q . u). 

154 . Esempio. — La conica sia un’iperbole (fig. 117'); gli assintoti sono 
due tangenti , la cui curda di contatto QS è la retta all'infìnito. Perciò due 
tangenti parallele avranno i loro punti di contatto in linea retta col punto 
di concorso U degli assintoti ; e viceversa se pel punto U si conduce una 
trasversale a segare la curva in due punti P, 0, le tangenti in questi punti 
sono parallele. I due punti di contatto P, 0 hanno il loro punto di mezzo 
nel punto U, perchè in generale (fig. 115>) il gruppo UYPO è armonico, 
e nel caso attuale V è alPinrinito. 

Una tangente qualunque sega gli assintoti in due punti BB' separati armo- 
nicamente dal punto di contatto P e dalla corda di contatto, che è la retta 
all'infìnito; dunque P è il punto di mezzo Tra B c B' ; ossia 

La porzione di una tangente deU'iperbole intercetta fra 
gli assintoti è divisa per metà dal punto di contatto (2). 

Questa proposizione è un caso particolare di quella enunciata al N" 151. 

165 . Siccome in virtù del teorema di DESAnctiES (N” U3) le coppie di 
punti PP' . AA . BB' (fig. 106") sono in involuzione, cosi ha luogo l’ugua- 
glianza di rapporti anarmonici {PP'AB)—(P'PA'B), ossia 


fkL EA. 

PA • P’B~PB • PA • 


Ma PA : PA è uguale al rapporto delle distanze (prese in una direzione (is- 
sata ad arbitrio) de’ punti P. P della retta QT ; e un significato analogo 
hanno gli altri rapporti contenuti nella suesposta equazione; sicché questa 
potrà scriversi cosi : 


.Ai 


(A) - (By~(B'r (A) ’ 


{') lU.LAHIRF., l. C., liti. 1, 30. .- StEIVKR, l. C., p. l-iO. 
(') AmioMo, I. c., Il, 3, 
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ossìa 

(A) . (^') . (- 1 ) 

(B) . (B) -(By . (/<)' ’ 

dove (/I), (/!'), (il), {B') siano le distanze (perpendicolari od oblique sotto an- 
goli dati). del punto B dai lati QT, BS, Qlì , TS del quadrangolo inscrìtto 
QBST-, ed (^)’, (/4')', (B)', (B')' siano le distanze (sotto angoli risp. uguali ai 
primi) del punto P dai lati medesimi. L'equazione precedente dice adun- 
que che il rapporto 

jA) • jA') 

(B) . (B ) 

è una quantità costante, qualunque sia il punto P della conica ; ossia : 

Se un quadrangolo è inscrìtto in una conica, il prodotto 
delle distanze di un punto qualunque della curva da due lati 
opposti ha un rapporto costante col prodotto delle distanze 
dello stesso punto dagli altri due lati opposti {*). 

•156. Cosi pure, si può mettere sotto una forma analoga il teorema cor- 
relativo a quello di Desarcues (N" 143, é' destra). S'indichino con B, T, 
i vertici qr, qt, st, >r del quadrilatero circoscritto qrtt (fig. 107*); con P, P' 
le intersezioni delle tangenti pp col lato 5 ; e con Py quelle delle stesse 
tangenti col lato opposto «. In virtù del teorema N° 113, b), sono uguali i 
rapporti anarmonìci [BTPP], (BfT^P^Py), cioè si ha 

BP BP' _]t,Pt . B,P, 

TP' TP — T^B, ■ T,B, " 

ossia 

TP . ~ TP’ . B^P,' ■ 

Ma BP’.TP è uguale al rapporto delle distanze (prese in una stessa dire- 
zione, del resto arbitraria) dei punti B, T dalla retta p; ed analogamente 
T^P^ : B^P, è uguale al rapporto delle distanze dei punti T<,B< dalla me- 
desima retta p. L'uguaglianza suesposta esprime adunque che la quantità 

BP. TtP, 

TP. B,B, 

è costante, qualunque sla la tangente p. Ossia: 

Se un quadrilatero è circoscritto ad una conica, il pro- 
dotto delle distanze d'una tangente qualunque da due ver- 
tici opposti ha un rapporto costante col prodotto delle di- 
stanze della tangente medesima dagli altri due vertici (3). 

(') Questa proposizione da Ch.vsles è denominata teorema di Pappo, perché risponde 
al celebre problema ad quatvor lineas di quest’ antico geometra: ctr. Aperqìt kii- 
torique, p. 37 e 338. 

(’) Chasles, Sect. coniquet, N* 26. 
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g 18. Elementi imiti, ed elementi doppi. 

157. Abbiansi due fasci projettivi di raggi, concentrici o no, e 
pel loro centro comune o pei loro centri 0, 0' s’imagini descritta 
una conica (o un cerchio), che seghi i raggi del primo fascio in 
A, B, C, ... eil i raggi del secondo in A', B', C, .... Queste due serie 
di punti s’imaginino projettate da due nuovi punti 0,, 0,' (o da uno 
stesso punto) della conica ; i due fasci proiettanti 0, (ABC ...) , 
<y f{A' B'C ...) saranno (N° 113, a) rispettivamente projettivi ai due 
fasci dati 0(ABC...), Cy {A'B'C'...), epperb projettivi fra loro. 

Le due serie di punti ABC..., A'B'C ... si diranno 
proiettivo (i). 

а) Projettinsi ora queste due serie (fig. 118*) da due punti cor- 
rispondenti delle medesime, per es. A, A. I fasci proiettanti 

A(A,B, C,...), A(A, B',C'...) 

saranno projettivi; anzi prospettivi, a cagione del raggio unito AA'. 
Dunque (N“ 62, 6) le coppie di raggi corrispondenti si segheranno 
sopra una retta fissa, ossia i punti comuni alle coppie di rette 
AB' c AB, AC e AC, AB' e AD,... saranno in una sola e me- 
desima retta s. Un punto qualunque di questa rotta s, congiunto 
ad A, A , darà due rette che segheranno di nuovo la conica in 
due punti corrispondenti delle serie ABCB..., AB'C’B' .... 

Si giungerebbe alla medesima retta s, se invece ài A, A si 
adoperassero come centri di proiezione due altri punti corrispon- 
denti, per es. B', B. Infatti , dal teorema di Pascal si ha che , 
essendo AB'CABC un esagono inscritto, il punto comune alle 
BC, BC è nella retta che passa pel punto comune alle AB, AB', 
e pel ponto comune alle AC, AC (N° 117, a destra). 

б) Ogni punto M, comune alla conica ed alla retta s è un punto 
unito dello due serio ABC..., ABC .... Infatti, le rette MA', MA 
incontrano di nuovo la conica in uno stesso punto M, cioè in M 
sono riuniti due punti corrispondenti delle due serio proiettive. Se^o 
da ciò che le due serie avranno duo punti uniti, uno solo, 

(’) Stai'dt, Bàtràge sur Germetrie dtr Lage (Niimber* <860-57-60), N° 7. — 
Rite, l. c., i, p. 102 e seg. 
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0 nessuno, secondochè la retta s seghi la conica in due 
punti (fig. 119% a), 0 la tocchi in un punto (fig. 119% b), 
0 non abbia con essa alcun punto comune (fig. 119% c). 

c) Dalle cose premesse si raccoglie che due serie prójet- 
tive di punti in una conica sono individuate da tre 
coppie di punti corrispondenti {A, A’), (C, C'). 

Per trovare altre coppie di punti corrispondenti e per ottenere i 
punti uniti, se esistono, basta costruire la retta s che passa pei 
tre punti di concorso delle coppie di lati opposti deiresagono in- 
scritto AB'CA'BC (fig. 85*, 118* e 119*). I punti uniti sono 
quelli che s ha comuni colla conica; e duo punti corrispondenti 
qualunque D, D' sono tali che le retto A'J) e Al)' (ovvero B'B 
e jBD% ovvero G'D e CB‘) si seghino su s (^). 

158 . lo luogo di serie projellive di punti in una conica, si pos- 
sono anche considerare serie projellive di tangenti. Se o, o sono 
due rette (distinte o sovrapposte) punteggiale projellive, descrivasi una conica 
' che tocchi o ed o'; e da ogni coppia di punti corrispondenti A ed A\ B e 
C e C , ... si conducano alla conica le tangenti a cd a, h c b\ c e c .... 
Se ora si segano queste due serie di tangenti abc ..., a'b'c ... risp. con due 
altre Jangenti si otterranno due nuove punteggiale risp. projellive 

alle date (N" 113, 6), epperò projellive fra loro. 

Le due serie afcc..., a'b’c' ... di tangenti di una conica, do- 
tate della proprietà d'essere segate da qualsiasi altra tangente della curva me- 
desima in punti costituenti due punteggiate projellive, diconsi projellive. 

a) Suppongasi la prima serie segala colla retta a, la seconda colla retta a. 
Le punteggiate projellive che ne risultano sono prospettive, a cagione del 
punto unito aa'; dunque le altre coppie di punti corrispondenti ab ed aò’, 
a'cedac', ... sono in linea retta con un punto fìsso 5. Questo punto non 
cambia se si adoperano come trasversali due altre tangenti b' e b; infatti, es- 
sendo ab'ca'bc un esagono circoscritto, le rette che uniscono le coppie di 
vertici opposti a'b ed afe', a'c ed oc', b'c e 6c' concorrono in uno stesso punto, 
in virtù del teorema di Brianchon (N” 111, a sinistra). 

b) Se per S si possono condurre tangenti alla conica, ciascuna di esse è 
un raggio unito delle due serie projellive abc ... j a'b'c’.... 

e) Due serie projellive abc ... , a’b'c' di tangenti di una conica sono indi- 
viduate da tre coppie di rette corrispondenti (a, a ), (b, b'), (c, c’). Per tro- 
vare altre coppie di rette corrispondenti e per ottenere le rette unite, se 
esistono, basta costruire il punto S comune alle diagonali che congiungono le 
coppie di vertici opposti dell’esagono circoscritto ab'ca’bc. Le rette unite sono 


(‘) Steiner, /. c., p. 174. 
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le tangenti per 5; e due rette corrispondenti qualunque d, d' sono tali che ì 
punti ady ad' (ovvero b'd e bd', ovvero c'd e cd') siano in linea retta con S. 

d) Una serie di punti ABC ... di una conica ed una serie di tangenti abc ... 
della stessa conica diconsi proiettive, se il fascio di raggi che proiettano 
ABC ... da un punto qualunque della conica è proiettivo alla punteggiala che 
le rette abc ... segnano sopra una tangente qualunque della conica medesima. 

Una serie di punti ABC ... o di tangenti abc... di una conica dicesi pro- 
iettiva ad una punteggiata o ad un fascio, se la punteggiala o il fascio è 
proiettivo al fascio di raggi che proiettano ABC... da un punto qualunque 
della conica o alla punteggiata che dalle abc ... è segnata sopra una tangente 
qualunque della conica medesima. 

e) Premesse queste definizioni, se colla denominazione di forma di 
1* specie, oltre alle punteggiate ed ai fasci, si abbracciano le serie di 
punti 0 di tangenti di una conica (U, si può ora enunciare la proposizione: 
due forme di 1“ specie, projettive ad una terza (della stessa specie), sono 
projellive tra loro (cfr. N» 35). 

f) Dalle definizioni medesime segue ora che il teorema del N“ 113, c) si 
può enunciare nel seguente modo: 

Una serie qualunque di tangenti di una conica è projettiva 
alla serie dei punti di contatto. 

g) Siano dunque ABC ... , A'B'C ... due serie projettive di punti della co- 
nica; ed abc ..., a'b'c ... le tangenti risp. in quei punti.. Le serie abc..., a'b'c ... 
di tangenti saranno risp. projettive alle serie dei punti di contatto ABC..., 
A'B'C ...', epperò projettive fra loro. Sia s la retta nella quale si segano le 
coppie di rette analoghe alle AB' ed A'B, AC ed AC, BC e B'C, ... ; ed 
S il punto col quale sono allineate le coppie di punti analoghe ad ab' ed ab, 
ac ed a'c, be' e b'c, .... Se s sega la conica in due punti M, N, questi sa- 
ranno i punti uniti delle serie ABC ... , A'B'C ... ; le tangenti m, n in M, N 
saranno perciò i raggi uniti delle serie abc..., a'b'c'...', dunque le m,n 
concorreranno in S. 

h) Da tutto ciò si raccoglie che alla considerazione di una serie di tan- 
genti si può sostituire quella dei punti di contatto, o viceversa. 

159. Invece di due fasci projettivi c del resto qualisivogliano, 
come nel 157, consideriamo un’involuzione di raggi uscenti da 
un punto 0, i quali siano segati da una conica descritta per 0 
nelle coppie di punti AA', BE', CC , .... Projettinsi ora questi da 
un altro punto qualunque 0| della conica; come sono per ipotesi 

(’) Ck)ir introduzione di queste nuove forme di I* specie, alle operazioni del segare 
con una retta e del projettare mediante raggi uscenti da un punto, se nc aggiungono 
due altre: quella di segare un fascio di raggi con una conica passante pel centro del 
fascio, e quella di projettare una retta punteggiata mediante le tangenti di una conica 
toccata dalla retta data. 
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(S< 93, 94) projettiTi i fasci 0 {A. A'. B. C...\ 0{A’ .A.F. C...), 
cosi saranno (N° 113, a) pur projettivi i fasci 0^{A.A'.B.C...), 
Ot(A' .A. B' .C cioè anche i raggi projettanti da 0, saranno 
accoppiati in involuzione. In questo caso sì dice che le due serie 
projettive di punti ABC , A'B'C' ... della conica costi- 
tuiscono un’involuzione, ossia che si ha nella conica 
un’involuzione formata dalle coppie di punti conjugati 
AA', BF, CC',... (1). 

a) Cosi pure, se si ha un’involuzione di punti in una retta o, e dalle coppie 
di punti conjugati si conducano ad una conica toccata da o le coppie di tan- 
genti aa'ybb' cc, ... queste saranno segate da qualunque altra tangente in 
punti costituenti un’involuzione; epperò si dirà che aa .W . cc' ... è un'in- 
voluzione di tangenti della conica (cir. N° 158). 

b) Se più coppie di tangenti aa . bb' . cc ... di una conica formano un’in- 
voluzione, anche i loro punti di contatto AA' . BB' . CC ... saranno in in- 
voluzione, e viceversa (N" 158, f). 

160. De’ sei punti arbitrari ABCA'B'C considerati nel N* 157,c), 
prendasi C infinitamente vicino ad .4, e C infinitamente vicino ad 
A'. Allora le serie projettive (AU.4' ...), {A'B'A...) formano l’in- 
voluzione {AA . BB' ...), e l’esagono inscritto AB'CA'BC si muta 
nella figura costituita dal quadrangolo inscritto AFA'B, o dalle 
tangenti ne’ vertici opposti .<4, .4' (fig. 101 *, 120*). Dunque: 

Due coppie di punti (AA'), {BB') di una conica in- 
dividuano in essa un’involuzione. 

a) Per trovare altre coppie di punti conjugati ed i punti doppi, 
basta costruire la retta s che conginnge il punto comune alle 
AB', AB, col punto comune alle AB, AF , vale a dire la retta 
che unisce i punti d’incontro delle coppie di lati opposti del qua- 
drangolo inscritto AB' AB. I punti comuni ad s ed alla conica 
sono i punti doppi. Due punti conjugati C, G sono tali che le rette 
AC, AC (ovvero le AC, AC, ovvero le BC, B'C , ovvero le 
B'C, BC) si segano sulla s. 

h) Anche le tangenti in due punti conjugati, come AA, BB' , ... 
si segano sempre sulla s (N“ 129). 

c) Siccome le coppie di rette BC e B'C, CA e CA, AB 
e AB' si segano in tre punti di una stessa retta s, cosi i trian- 

(’) Staudt., Beitràge, N* 70 e seg. 
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goli (^) ABC^ ABC sono omologici (N® 13) ; dunque le rette 
BB'f CC concorrono in uno stesso punto S. A determinare questo 
punto bastano le AA, BB' ; dunque : 

Due punti conjugati qualunque delTinvoluzione sono 
in linea retta con un -punto fisso S. 

0 altrimenti: 

Ogni retta per S, la quale seghi la conica, dii due 
punti conjugati dell’ involuzione. • . 

<?) Si è veduto che , se s ha comuni colla conica due punti Af, 
questi sono i punti doppi dell’ involuzione. Dunque le tangenti in 
Af, N concorreranno in S, 

e) ' Viceversa , le coppie de’ ponti in cui una conica è segata 
dai raggi di un fascio, il centro S del quale non sia un punto 
della curva, costituiscono un’involuzione. Infatti, se (AA'), (BB') 
sono i punti d’intersezione della conica con due raggi, le duo coppie 
AA', BB' individuano un’involuzione, nella quale due punti coii- 
jugati sono sempre in linea rotta con un punto fisso, cioè con S. 
Se l’involuzione ha punti doppi, essi saranno le. intersezioni della 
conica colla retta s che contiene il punto comune alle AB, AB', 
ed il punto comune allo AB', AB. 

f) Se dai vari punti di una retta s si conducono alla conica le coppie di tan- 
genti aa\bb',cc , ... , queste formano un’involuzione. Infatti, siano AA’,BB', 
CC i punti di contatto delle rette aa,bb',cc, ed S il punto ove concorrono 
le corde 'AA', BB’ \ nell’involuzione determinata dalle coppie À/T, BB' , due 
altri punti conjugati qualunque saranno allineati con S. 11 punto C e il suo 
conjugalo sono dunque in una retta passante per S ; e le tangenti in questi 
punti devono concorrere sulla retta colla quale concorrono aa e ò6’/cioé 
su s; dunque il punto conjugalo di C è CT. Vale a dire; AA' . BB" . CC 
sono coppie di punti in involuzione, epperò aa ' . bb ' . cc sono coppie di tan- 
genti in involuzione (jN® 159, b). 

g) Se M, N sono i punti doppi di un’involuzione AA' .BB' ... di punii 
d’una conica, s’è già veduto ((i),cbc AB, A'B', MN sono tre rette concor- 
renti in un punto (come pure A'B, AB', MN). Dunque, pel teorema e), sì ba: 

Se AA' . BB' sono due coppie di elementi conjugati ed AfN gli 
elementi doppi d’an’involuzione, saranno MiV. AB. A'F (e cosi pure 
MN . AB' . A'B) tre coppie di elementi conjugati in una nuova involuzione. 

h) La retta s sega la conica, se il punto S è esterno (fig. 120*, a), 
cioè se delle due coppie AA', BB' l’una è tutta interna o tutta 

(’) Così pur* sono omoiogiei A'BC ed AB'C, AB'C ed A'BC , ABC ed A'B'C. 
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esterna all’altra; invece se l’una delle coppie è separata mediante 
l’altra, il punto S riesce interno , e la retta s tutta esterna alla 
conica (fig. 120*, 6). Dunque ritroviamo di nuovo la proprietà, 
(N° 98): 

Un’involuzione ha due elementi doppi, se di duo cop- 
pie di elementi conjugati, l’una è tutta interna o tutta 
esterna all’altra. Un’involuzione ' non ha elementi 
doppi, se- di due coppie d’elementi conjugati, l’una è 
separata mediante l’altra. 

Non può accadere mai che un’involuzione propriamente detta 
abbia un solo elemento doppio. Infatti , se s fosse- tangente alla • 
conica, S sarebbe il punto di contatto, e in ciascuna coppia di 
punti conjugati, uno coinciderebbe sempre con S (cfr. N® 96, c). 

161 . Se (MNAB...), {MNA'B') sono due serie projettive di 
punti in una conica, i punti uniti saranno M ed N, e la retta MN 
conterril il punto comune alle ABy AB (N® 157, 6). Suppongasi 
ora che, se il punto B' s’accosta infinitamente ad j 4, anche ^ ed 
divengano infinitamente prossimi, sicché le posizioni limiti delle 
retto AB' , AB siano lo tangenti in A (fig. 121*). Ma se 
MNAAy MNAA sono gruppi corrispondenti in due serie projet- 
tive, ciò vuol dire che, projottando questi punti da un punto 0 fissato 
arbitrariamente sulla conica , i duo gruppi di raggi projettanti 
mnaa\ mna'a sono projettivi ; cioè che il gruppo mnaa' è armonico 
(N® 65). Avremo dunque il teorema (già ottenuto al N® 152): 

Se quattro punti MNAA' di una conica sono armo- 
nici, le tangenti in due punti conjugati, per es. A e A, 
concorrono sulla retta che unisce gli altri due. 

Ovvero (N® 113,. c): 

Se quattro tangenti di una conica sono armoniche, 
due conjugate si segano sulla retta che unisce i punti 
di contatto delle altre due. 

Di qui segue che, se pel punto S comune alle tangenti in M, N, 
si conducono le rette a segare la conica in (AyA')y {B,B'), (C, U'),... 
tutte queste coppie di punti saranno separate armonicamente me- 
diante MN. Dunque le coppie di tangenti alla conica in ^ e A, 
B e B'j C e C', ... concorreranno sulla MN 

0 in altre parole: 

Se da un punto si conducono ad una conica due tan- 
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genti ed una segante, i due punti di contatto e i due 
punti di segamento formano un gruppo armonico. 

a) I punti {AA)ì (CC'), ... costituiscono un’involuzione, 

i cui punti doppi sono MN fN® 160, c, d). Arriviamo dunque di 
nuovo alla proprietà che, se l’involuzione ha due elementi doppi, 
questi sono separati armonicamente mediante due elementi copju- 
gati qualunque (N® 96, a). 


b) La conica sia un circolo (fìg. 122*). Allora i triangoli simili SAMy 
SMA' dànno 


AM : MA' — SM : SA', 
e i triangoli simili SAN, SNA' 

AN : NA' zzzSN : SA'\ 


nua SM ~ SN, dunque : 


AM _ A'M 
AN — A'N ’ 


ossia 


AM . A'N — AN . A’M. 


Siccome il quadrangolo AMA'N è inscritto nel cerchio, così si ha pel noto 
teorema di Tolomeo (*) 

AA' .MN=zAM.A'N-\-AN. A'M , 
dunque pel quadrangolo formato da quattro punti armonici si ha: 
lAA' .MN = AM . A'N = AN . A'M. 

162 . Le proprietà contenute nel N® 157 e ne’ seguenti forniscono im- 
mediatamente la soluzione del problema : 

Costruire gli elementi uniti di due forme projeltive so- 
vrapposte, e gli elementi doppi di un’involuzione. 

a) Sia 0 il centro comune di due fasci projettivi, individuati mediante tre 
coppie di raggi corrispondenti (fig. 123»). Descrivasi per 0 un cerchio che 
seghi le tre coppie di raggi dati in (A, A'), {B, B'), (C, C), Trovisi il punto 
R comune alle rette AB", A'B\ e il punto Q comune alle rette AC, A'C. Se 
la retta QR sega il cerchio in due punti M, N, saranno OM, ON i raggi uniti 
domandati. 

b) Siano AA'y BB, CC tre coppie di punti corrispondenti in due pun- 
teggiate projetlive sovrapposte u,u (fig. i2i»); e si vogliano costruire i 
punti uniti. 


0) Ualtzer, Planimetria, pag. t92. 
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Da un punto 0 di una circonferenza tracciata ad arbitrio, i punti dati si 
projftUino sulla circonferenza in {^). Trovisi il punto R 

comune alle rette A^B^\ A\B^, e il punto Q comune alle A^C^\ A\C\ (o il 
punto P comune alle B^C{, Bj{C{). Se la retta PQR sega il cerchio in due 
punti e si projettino Af^, da 0 in A/, iV sulla retta data, saranno 

A/,iV i punti uniti domandati 0. 

c) Se i due fasci in a) sono in involuzione, a individuarli bastano due coppie 
di raggi conjugali (fìg. 125"). Col cerchio descritto per 0 seghinsi quei raggi 
in (i4, /!'), (P, B')\ sia R il punto comune alle AB\ A'B; e Q il punto co- 
mune alle ABf A'B'. Se la retta QR sega il cerchio in due punti M, N, sa- 
ranno OA/, OiV i raggi doppi deH'involuzione. La retta QR non sega il cerchio 
quando il punto S, comune alle AA', BB\ è interno al cerchio. 

d) Siano AA\ BB' due coppie di punti conjugati di un'involuzione di punti 
in linea retta, e si domandino i punti doppi (tlg. 126"). 

Da un punto 0 di una circonferenza tracciala ad arbitrio, i punti dati ven- 
gano projeltati sulla circonferenza in A^A^', B^B^. Sia R il punto comune 
alle A^B^ ; e Q il punto comune alle A^B^^ A{B{. Se la retta QR 

sega il cerchio in M^y iVj e si projettino questi punti da 0 in Af, iV sulla 
retta data, saranno My N ì punti doppi domandati. 

163. Ritenuto il caso c) deirinvoluzione, se il punto S comune 
alle rette AA', BB',... ò il centro del cerchio (fig. 127"), cioè se 
le AA, BB', ... sono altrettanti diametri del cerchio, ciascun raggio 
OA, OB,... sarà, perpendicolare al suo coniugato : vale a dire l’in- 
Toluzione sarà in questo caso costituita da tutti gli angoli retti 
che hanno il centro in 0. 

Ma se S non è il centro del cerchio, por S passerà un solo dia- 
metro , così che, detti C, C i punti d’intersezione del cerchio con 
questo diametro, i raggi OC, OC saranno perpendicolari fra loro, 
e saranno i soli raggi conjugati dotati di questa proprietà (fig. 128"). 
Ossia : 

Un’involuzione di raggi o è tutta costituita da angoli 
retti, 0 contiene uno ed un solo angolo retto, i cui lati 
siano raggi conjugati. 

164. Questo teorema non è che un caso particolare del seguente. 

Abbiansi due distinte involuzioni di raggi tutti concorrenti in un 

punto 0; ed un cerchio descritto per 0 seghi i raggi conjugati 
della prima involuzione nelle coppie di punti {AA . BB ) e (*) 

(*) Nella figara, ciascnn ponto della retta data e la sua projezione da 0 sul cerchio 
sono indicati colla stessa lettera. 

(•) Stbineh, /. c., p. 68 e 171, 
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quelli della seconda in (GG ' . HE' Sia S il punto comune 
alle AA\ , e T il punto comune alle GGy HE,.., Se la 

retta ST sega il cerchio in due punti E, E\ questi saranno coniu- 
gati in entrambe le involuzioni, perchè allineati sì con 5', sì con T. 
Cerchiamo ora in quali casi la retta ST riesca segante il cerchio. 

In primo luogo, ciò avverrà se almeno uno de’ punti S, T sia 
interno al cerchio (N° 160, A), cioè se almeno una delle involu- 
zioni sia priva d’elementi doppi (fig. 129‘). 

Se i punti /S, T sono entrambi esteriori, cioè se entrambe le in- 
voluzioni posseggono elementi doppi , e questi siano 03f , ON per 
runa, OUjOV per l’altra, i raggi OE^ OE' dovranno separare 
armonicamente sì la coppia OM, ONy sì la coppia OU^OV. Ma 
(N‘ hh,d) affinchè esista una coppia d’elementi 0£, OE' che formi 
un gruppo armonico sì colla coppia Oilf , OiV, sì colla coppia 0 
0 F, è necessario e sufficiente che di queste due coppie l’una non 
sia separata mediante l’altra; dunque: 

Due involuzioni sovrapposte (ossia contenute in una me- 
desima forma di 1‘ specie) hanno sempre una coppia co- 
mune d.’elementi conjugati, eccettuato il caso che en- 
trambe le involuzioni siano dotate d’elementi doppi, 
e gli elementi doppi dell’una siano separati mediante 
gli elementi doppi dell’altra. 

La fìg. 130" (del pari che la 129“) ci presenta i casi di due involuzioni 
con una coppia comune EE' di elementi conjugati. La fig. i3l“ illustra invece 
il caso in cui la coppia comune non esiste. 

a) Il problema che precede (cioè la ricerca della coppia d’elementi con- 
jugati comune a due involuzioni sovrapposte) rientra in quello di determi- 
nare (in una punteggiata, in un fascio o in una conica) due elementi che 
formino sistema armonico coll’una e coll’altra di due coppie date (N° 55, d). 

Si tratti per esempio di punti situali in linea retta ; si projellino le coppie 
date sopra un circolo da un punto 0 del medesimo ; le projezioni siano MNy 
(JV (fig. 130“). Le tangenti al circolo in M.V concorrano in S; le tangenti 
in 17, V concorrano in T. Se la coppia MN non 6 separata mediante la coppia 
UV y la retta ST segherà il circolo in due punti EE' , e questi saranno i 
domandati. 

h) I punti doppi deirinvoluzione determinata dalle coppie AA' . BB' costi- 
tuiscono la coppia di elementi conjugati comune a due altre involuzioni, l’una 
determinala dalle coppie AB . A'B'y l’allra dalle coppie AIT . A'B (N° 160, g). 
Di qui si cava una maniera di costruire i punti doppi dell’involuzione de- 
terminata dalle coppie AA ' . BB' di punti in linea retta. Prendasi ad arbì- 
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trio an punto G fuori della retta data e descrivansi i circoli GAB, GA'B\ 
i quali avranno un altro punto comune cosi pure sia K la seconda in- 
tersezione dei circoli GAB\ GA'B. Ogni circolo descritto pei punti GH in- 
contra la retta data in due punti conjugati dell’involuzione AB . A'B’ (N* 98), 
ed analogamente ogni circolo per GK dà duo punti conjugati dell’involuzione 
AB' . A'B. Dunque, se si descrive il circolo GHK e se questo incontra la 
retta data, i due punti d’intersezione saranno gli elementi doppi dell'involu- 
zione AA' . BB' O). 

^65. Dalle' cose che precedono risulta che la ricerca dei punti uniti di 
due serie projettive di punti ABC ... , A'B'C ... di una conica (e per con- 
seguenza degli elementi uniti di due qualisivogliano forme projettive sovrap- 
poste) si riduce alla costruzione della retta s , sulla quale si segano le coppie 
di rette AB' e A'Bj AC' e A'C^ BC e B'C .... E cosi pure la ricerca dei 
punti doppi d’un’involuzione AA' . BB’ ... si riduce alla costruzione della 
retta «, sulla quale si segano le coppie di rette AB ed A'B'y AB' ed A'B, ... 
ovvero le coppie di tangenti in .4 ed A', B e B', ... 

Viceversa , se è data ad arbitrio una retta s (non tangente alla conica), 
riesce determinala un’involuzione di punti sulla conica ; giacché basta con- 
durre dai vari punti di $ le coppie di tangenti alla conica, e i punti di con- 
tatto formeranno le coppie di punti conjugati. 

Invece, perchè siano determinale due serie projettive ABC ... , A'B'C ... , 
bisogna che, oltre alla retta s, sia data una coppia di punti corri.spondenti 
AA'\ ciascun punto di s unito ad A, A' dà due rette che incontreranno di 
nuovo la conica risp. in due punti corrispondenti B', B. 

Due serie projettive di punti determinano un’involuzione ; imperocché dalle 
due serie si deduce la retta s e questa individua l’involuzione. Se le due 
serie hanno due punti uniti, questi sono anche gli elementi uniti dell’in- 
voluzione. 


§ 19. Problemi di 2" grado. 


166. Problema. — Dati cinque 
punti 0, 0', A, By C di una conica, 
trovare le intersezioni della curva con 
una data retta s. 

Soluzione. — Se da 0 e da 0' (fl- 
*gura 132*) si projellano gli altri punti 
Ì4 , B, Cy ... della conica, i fasci 
0{AyByCy ...)y 0' (AyByCy ...) sono 
projettivi, epperò segheranno la tras- 
versale 8 in punti formanti due pun- 


Date cinque tangenti o. o, a, b, c 
di una conica, trovare le tangenti che 
si possono condurre alla curva da un 
dato punto S. 

Se colle rette o, o (Gg. 435") si se- 
gano le altre tangenti a, 6, c, ... della 
conica, le punteggiale o (a, ò, c, ...), 
o'(a, 6, c,...) sono projettive, epperò 
si projelleranno dal centro S - me- 
diante due fasci projettivi concentrici. 


(*) Chasles, Géom. sup., N® 263. 
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leggiate projettive sovrapposte. Se M 
è IH) punto unito di queste punteg- 
giate, sarà M un punto della conica, 
perchè in M si segano due raggi cor- 
rispondenti de' due fasci. Dunque i 
punti comuni alla conica ed alla retta 
I altro non sono che i punti uniti delle 
due punteggiate projettive sovrappo- 
ste , determinate dall’ incontro di s 
colle tre coppie di raggi corrispon- 
denti OA cd O'A , OB ed O'B , OC 
ed O'C. Questi punti uniti possono es- 
sere due, uno solo o nessuno, cioè 
la retta t può segare la conica in due 
punti, toccarla in un punto o non in- 
contrarla affatto. Per la coslrusionc 
de’ punti uniti vcggasi il N” 162, b). 

I 

Nello stesso modo si risolve il prò- | 
bicma , se della conica fossero dati 
quattro punti 0, 0', A, B ^ h tan- 
gente 0 in 0 ; ovvero tre punti 0, 
0', .4 e le tangenti o, «' in 0, 0'. Nel 
primo di questi casi , i fasci sareb- 
bero determinati dalle tre coppie di 
raggi 0 ed O'O, OA cd O'A, OB ed 
O'B ; nel secondo caso dalle tre cop- 
pie 0 ed O'O, 00' ed o, OA ed O'A. 

Se della conica fossero invece date | 
cinque tangenti, ovvero quattro tan- I 
genti ed un punto di contatto, ovvero 
tre tangenti c due punti di contatto, 
si potrebbe cominciare dal costruire 
(Ni 134, 140, 141, è) gli altri punti 
di contatto; allora il problema sa- 
rebbe ridotto ad uno de' casi che pre- 
cedono. 


Se m è un raggio unito di questi fa- 
sci, sarà m una tangente della conica, 
perchè in m cadono due punti cor- 
rispondenti delle due punteggiate. 
Dunque le tangenti della conica che 
passano per S non sono altro che i 
raggi uniti de' due fasci projettivi con- 
centrici, determinali dai raggi che da 
S projettano le tre coppie di punti 
corrispondenti oa ed o'a, ab ed ob, 
oc ed oc. Questi raggi uniti possono 
essere due, uno solo o nessuno, cioè 
può accadere che da S si possano 
condurre due tangenti, o che S sia 
un punto della curva , o che per S 
non passi alcuna tangente. Perla co- 
struzione de’ raggi uniti, vcggasi il 
r 162, o). 

Nello stesso modo si risolverebbe 
il problema, se della conica fossero 
date quattro tangenti o, o', a, b ed il 
punto di contatto 0 di o ; ovvero tre 
tangenti o,o',a e i punti di contatto 
0, 0' di 0 , 0 . Nel primo di questi 
; casi, le punteggiale sarebbero deler- 
! minate dalle tre coppie di punti 0 
ed 0 0 , oa ed o'a, ob ed o'b ; nel se- 
condo caso dalle tre coppie 0 cd oo, 
oo' cd 0', oa ed o’a. 

Se della conica fossero invece dati 
cinque punti, ovvero quattro punti e 
la tangente in uno di essi, ovvero Ire 
punti e le tangenti in due di essi, 
si potrebbe cominciare dal costruire 
(N‘ 128, 134, 138) le tangenti negli 
altri punti dati; allora il problema 
sarebbe ridotto ad uno de' casi che 
precedono. 


167 . Nella costruzione del N" antecedente, a sinistra, suppongasi che la 
conica sia un'iperbole, e la trasversale s un assintoto (fig. 133'); le punteggiale 
proiettive sovrapposte, segnate in i dai fasci 0(A,B, C , ...), 0' (A,B,C, ...}, 
avranno in questo caso un solo punto unito, e questo a distanza infìnila (il 
punto di contatto dell'iperbole coH'assintoto «). Ma (N« 71) in due punteg- 
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giate projetlive sovrapposte , i cui punti uniti coincidano in un solo punto 
alfinfìnilo, il segmento compreso fra due punti corrispondenti qualisivogliano 
ba una lunghezza costante ; dunque : 

Se intorno a due punti fissi 0,0' di un’iperbole si fanno 
girare due raggi che si seghino costantemente sulla curva, 
il segmento PP’ intercetto da questi raggi sopra un assin- 
toto è di grandezza costante (*). 

168. Se nel N° IGi), a sinistra, si suppone che s sia la retta aH’inflnito, 
il problema diviene: 

Dati cinque punti 0, 0', A, R, C di una conica, costruirne i punti all'in- 
finito (fig. i34‘). 

Considerando ancora i fasci projettivi 0(.4, B, C, ...), 0' {A, B, C , ...), 
che segnano sulla retta s (ora all’infinito) due punteggiate projettive sovrap- 
poste, i cui punti uniti sono i domandali, osserviamo che dovendo ciascuno 
di questi punti uniti essere comune alla retta (aH’ìnfinilo) s e a due raggi 
corrispondenti de’ due fasci, questi raggi saranno paralleli; dunque il pro- 
blema si riduce a trovare le coppie di raggi corrispondenti paralleli ne’ due 
fasci anzidetti. 

A quest'uopo cnnducausi per 0 le rette 0.4', OB', OC' ordinatamente pa- 
rallele alle O’A, O'B, O'C; e si costruiscano (N 102, a) i raggi uniti rie’ due 
fasci projettivi concentrici determinati dalle coppie OA ed 0.4', OB ed Off, 
OC ed OC'. Se i raggi uniti sono due OM, O.V, la conica individuata dai 
cinque punti dati sarà un’iperbole, i cui pumi all’ infinito sono nelle dire- 
zioni OM, ON, vale a dire, i cui assinloti sono paralleli alle OM, ON. 

Se vi è un solo raggio unito OM, la conica individuata dai cinque punti 
dati è una parabola, il cui punto all’infinito è nella direzione OM. 

Se non vi è alcun raggio unito, la conica individuata dai cinque punti 
dati, non avendo punti comuni colla retta aH'infìnilo, è un’ellisse. 

Nel primo di questi casi (Qg. 134‘), se si vogliono costruire gli assintoli 
dell’iperbole, basterà considerare questa come individuata dai due punti all’in- 
finilo e da tre altri punti, per esempio A, B, C, cioè considerarla (\° 122) 
come generata mediante ì due fasci projettivi dì raggi paralleli gli uni ad OM, 
gli altri ad ON, e de’ quali due corrispondenti passino per .4, altri due per B, 
altri due per C. 1 raggi di questi fasci che corrispondono alla retta all’in- 
flnilo, che è la congiungente de’ centri, saranno gli assinloti domandati. 

Dunque (fig. 134"), se diconsi a,b, c i raggi paralleli ad 0.1/ e passanti 
per A, B,C-, d, b', c i raggi paralleli ad ON e passanti per A, B, C; cun- 
gìungasì il punto ab' col punto db, ed il punto be' col punto b'c ; e sia K 
l’intersezione delle due congìungentì. Le rette condotte per K parallelamente 
ad OM, ON Sono gli assinloti cercati. 

169. Il problema < condurre da un punto dato 5 le tangenti alla conica 
della quale siano dati cinque punti ABCDE » si può anche far dipendere 

(*) fiaUKCBOM, l. C., p. 31). 

8 CuvoNi, Elm. di Gtom. profeti. 
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dal problema del N° 166 (a sinistra), ricorrendo alle proprietà dell’ invo- 
luzione (N° 160, e), che si ottiene segandola conica con trasversali uscenti 
dal punto S. 

Cunducansi le rette S/l, Sfi (fìg. 136*), che incontreranno la conica in 
due nuovi punti A, fi', i quali si sanno costruire (coll’uso della sola riga 
e senza descrivere la curva) per mezzo del teorema di Pascal (N° 124, a de- 
stra). Nella figura i punti A, fi’ sono costruiti mediante gli esagoni ADCBEA, 
BECADB’. Congiungasi il punto comune alle .4fi, AB' col punto comune alle 
AB', AB; la congiungente s conterrà (N' 160, a) i punti di contatto delle 
tangenti che escono da S. La quistione è cosi ridotta a trovare le interse- 
zioni della conica colla retta t (N" 166, a sinistra). 

Lasciamo allo studioso di eseguire la costruzione correlativa (fig. 154*), 
mediante la quale il problema < trovare i punti comuni ad una data retta 
t e alla conica individuata da cinque tangenti date » si riduce al problema 
del N“ 166 (a destra). 


170. Problema. — Costruire una 
conica che passi per quattro punti 
dati Q, fì,S,Te tocchi una retta data s 
(non passante per alcuno de’ punti 
dati). 

Soluzione. — 1 lati QT, BS, Qfì, 
ST del quadrilatero QBST seghino 
s in /l. A', fi, C (fig. 137"); e co- 
struiscansi (N" 102, d) i punti doppi 
deH’involuzione determinata dalle cop- 
pie AA', BB'. 

Se vi sono due punti doppi M, N, 
ciascuno di essi sarà (N” 145, a sini- 
stra) punto di contatto fra S ed una 
conica circoscritta al quadrangolo 
QBST; onde il problema sarà risoluto 
dalle due coniche QBSTM, QBSTN, 
ciascuna delle quali si potrà costruire 
per punti, per mezzo del teorema di 
Pascal (N* 124, a destra). 

Se non vi sono punti doppi, non 
vi sarà alcuna conica che soddisfac- 
cia alle proposte condizioni. 


Costruire una conica che tocchi 
quattro rette date </,r, >, { e passi per 
un dato punto S (non situato in al- 
cuna delle rette date). 

Soluzione. — Si projettino dal cen- 
tro i punti gl, rs, gr, il del qua- 
drilatero gnt mediante i raggi a, a, 
l, b' (fig. 138°); e costruiscansi 
(N° 162, c) i raggi doppi dell’involu- 
zione determinata dalle coppie ao',bb'. 

Se vi sono due raggi doppi m, n, 
ciascuno di essi sarà (N° 145, a de- 
stra) tangente in 5 ad una conica in- 
scritta al quadrilatero grst; onde il 
problema sarà risoluto dalle due co- 
niche grsim, grsln, ciascuna delle 
quali si potrà costruire per tangenti, 
col mezzo del teorema di Brianchon 
(N* 124, a sinistra). 

Se non vi sono raggi doppi , non 
esisterà alcuna conica soddisfaciente 
alle condizioni proposte. 


a) Se a sinistra si suppone t a distanza infinita, il problema diviene: 
Costruire una parabola che passi per quattro punti dati Q, B, S, T. Da 
un centro arbitrario 0 (fig. 139*) si conducano i raggi a, d, b, b' ordina- 
tamente paralleli alle QT, RS, QB, ST; e si costruiscano ì raggi doppi del- 
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l’Involuzione determinala dalle coppie aa, bb’. Se vi sono due raggi doppi, 
ciascuno di essi darà la direzione nella quale si trova il punto aH'infinito di 
una parabola passante pei quattro punti dati ; onde il problema sarà ridotto 
airultimo del N“ 128. 

Per quattro punti dati o passano due parabole o nessuna; nel primo caso 
le altre coniche circoscritte sono ellissi ed iperboli ; nel secondo caso sol- 
tanto iperboli. Il primo caso ba luogo quando ciascuno de’ quattro punti dati 
è esterno al triangolo formato dagli altri tre; il secondo, quando uno de’ 
quattro punti è interno al triangolo che ba i vertici negli altri tre. 

6 ) Se neU'enunciato a destra una delle rette qrst è aH'infìnìto, il problema 
diviene; 

Costruire una parabola che tocchi tre rette date e passi per un punto dato. 


171 . Problema. — Costruire una 
conica che passi per tre punti dati 
P, P', P" e tocchi due rette date q, s 
(nessuna delle quali passi per alcuno 
de’ punti dati). 

La soluzione è fondala sul teorema 
del N° U9 (a sinistra). Imaginiamo 
la conica cercala c la coppia di tan- 
genti date q, s intersecale dalla tras- 
versale PP' nelle coppie di punti 
PP', BB’ (fig. 140"); in virtù di 
quel teorema, se A, yt| sono ì punti 
doppi dell’ involuzione determinala 
dalle coppie anzidette , per uno dì 
questi passerà la curda di contatto 
fra la conica e le rette qs. Analo- 
gamente si dica per la trasversale 
PP" , la quale seghi le q , a in Z) , 
D" ; cioè , si costruiscano del pari 
i punti doppi C, Cf dell' involuzione 
determinala dalle, coppie PP', DD"\ 
la corda di contatto passerà per C 
0 per C\. Concludiamo che il proble- 
ma ammette quattro soluzioni ; cioè, 
se entrambe le involuzioni (PP . BB'), 
{PP" . DD") ammettono punti doppi 
(.4, > 14 ), (C, C(), vi sono quattro co- 
niche soddisfacenti alle poste condi- 
zioni; e per esse le corde di con- 
tatto colle tangenti q, a sono ordina- 
tamente AC, A^C, ACy, AfCf. Di 


Costruire una conica che tocchi tre 
rette date p,p',p" e passi per due 
punti dati Q, S (nessuno de’ quali sia 
situato in alcuna delle rette date). 

La soluzione è fondata sul teorema 
del N" 149 (a destra). Imaginiamo 
condotte dal punto pp le tangenti 
p, p alla conica e i raggi b, b' ai 
punti Q, S (fig. 141°); in virtù di 
quel teorema , se a, sono i raggi 
doppi dell’ involuzione determinata 
dalle coppie pp, bb', in uno di essi 
cadrà il punto di concorso delle 
tangenti alla conica ne’ punti Q, S. 
Analogamente si dica pel punto pp", 
dal quale si tirino i raggi d, d" ai 
punti Q, S ; cioè si costruiscano del 
pari i raggi doppi c,c< dell’invo- 
luzìone determinata dalle coppie pp", 
dd" ; il punto dì concorso anzidetto 
si troverà in c 0 in c^. Concludia- 
mo che il problema ammette quattro 
soluzioni; cioè, se entrambe le invo- 
luzioni (pp' . bb'), (pp" .dd") ammet- 
tono raggi doppi (a, a,), (e, c,), vi 
saranno quattro coniche soddisfacenti 
alte poste condizioni ; c per esse i 
punti di concorso delle tangenti in 
Q, Ssouo ordinatamente ac, a^c, ac^, 
a^c^. Di ciascuna fra queste coniche, 
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ciascuna di queste coniche, yerbigra- 
zia della prima, si conoscono cinque 
punti, vale a diro P, P", /*", e le in- 
tersezioni di AC con 7, s; onde si po- 
trà costruirla per punti col mezzo del 
teorema di Pascal (N<> 124 , a destra). 


verbigrazia della prima, si conoscono, 
cinque tangenti, vale a dire p, p\ p" 
e le congiungenti di ac con 0,5; 
onde si potrà costruirla per tangenti 
col mezzo del teorema di Brianchon 
(N” 124, a sinistra). 


172. Problema. — Costruire un poligono i cui vertici cadano su rette 
date e i cui lati passino per punti dati (^). 

Soluzione. — Per (issare le idee (fig. 142 *), supponiamo che si tratti di 
costruire un quadrilatero (semplice), i cui vertici, che diremo 1 , 2 , 3 , 4 , 
cadano ordinatamente sulle rette date s^, «2, *3, «4, ed i cui lati 12 , 23 , 
34 , 41 passino pei punti dati 5^2» S25 , ^34 , 54j. Dal centro S^2 projettiamo 
i punti A^D^C^ ... di su $2 in .42^2^2 i centro ^23 si projetti la 

punteggiata A2D2C2 ... su «3 in A^D^C^,.. ; indi da 534 si projetti A^B^^... 
in Ai^Bjfi,^... su «4*, e finalmente da Sj^\ si projetti Aj^BjJC^.,, in ABC... 
su s^. Per tal modo i punti S^2y S23, ^34, S44 sono i centri di quattro fasci 
projeltivi, giacché il quarto è prospettivo al primo (sezione comune s^), il 
primo al secondo (sezione comune $2), il secondo al terzo (sezione comune S3), 
il terzo al quarto (sezione comune «4). Segue da ciò (N” 114 , a) che il luogo 
del punto comune a due raggi corrispondenti (come A4A2 ed A4A) del primo 
e quarto fascio, vale a dire il luogo del V vertice del quadrilatero variabile, i 
cui vertici 2 % 3 " e 4 “ (come A2t A^, ^14) si muovono su tre rette date 
(«2, «3 j *4)» e i cui lati (.44.42, .^2^45, .43^4, .44.4) passano pei quattro punti 
dati(S4,52, 53, 54), è una conica (2), 

Questa conica passa pei punti 842, ^41, centri dei fasci che la generano ; 
quindi a determinarla bastano tre altri suoi punti, cioè i punti d’intersezione 
di tre coppie di raggi corrispondenti ^14.42 ed >14.1, B4B2 e /Ì4B, C4C2 e C4C. 
Dopo di ciò, basterà costruire (N“ 16 C) le intersezioni della retta «4 colla 
conica determinata da questi cinque punti, c ciascuna di esse potrà essere 
presa come vertice 1 del quadrilatero cercato. 

La stessa costruzione può essere considerata sotto quest’altro aspetto. Le 
linee spezzale ^14^42.43.44,4, B4B2B^B4B^ C4C^^C4C si possono risguardare 
come tentativi fatti per costruire il quadrilatero cercato: tentativi che dànno 
de’poligoni non chiusi, ma aperti, giacché il punto i 4 non coincide con ^44, 
nè B con ^4 , nè C con C4. Questi tentativi, e tutti gli altri analoghi che 
si possono pensare, ma che non è necessario di eseguire, dànno sulla retta 54 
due punteggiate .44B4C4 ... , ABC... (descritte l’una dall’origine, l’altra dal 


(*) PONCELBT, l. c., p. 345 . 

(*) Questo teorema (se un poligono semplice si deforma in modo che i suoi lati pas-> 
sino per punti dati e i suoi vertici, meno uno, corrano su rette date, Tultimo vertice 
descrive una conica) è di Maclaurin (Transactions philosophiques de la Société Royale 
de Loadres, année ( 73 o). 
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termine della spezzata o poligono aperto), che sono projettive perchè la se- 
conda nasce dalla prima mediante projezioni dai centri 5^2? <^23) ^34) ^44 ^ 
sezioni colle trasversali «2? ^4) Ciascuno de' punii unili di queste pun- 

teggiate risolve il problema; imperocché, se in esso si pone l'origine della 
spezzata, ivi cade anche il termine delia medesima, sicché il poligono ri- 
sulta chiuso. 

Il metodo, sì in questo, si ne’ problemi seguenti, è il medesimo qualunque 
sia il numero dei lati del poligono da costruirsi. 

173 . Problema. — In una conica data (<) inscrivere un poligono i coi 
lati passino per punti dati. 

Soluzione. — Si tratti per es. di inscrivere un triangolo, i cui lati pas- 
sino ordinatamente per tre punti dati S^,52,S5 (fig. i43“). Facciamo tre 
tentativi; cioè dal centro projelliamo tre punti arbitrari A,B,C della 
curva in sulla curva stessa, poi dal centro $2 in ì42>'®2)C'2, 

poi dal centro S5 in A', B', C (sempre sulla curva). Siccome il punto di 
arrivo A' 0 B' 0 C non coincide col punto di partenza corrispondente A 
0 B 0 Ci così in luogo di un triangolo inscritto, quale si domanda nell’e- 
nunciato del problema, avremo un poligono aperto AA^A2A\ BB^B2B\ 
CC4C2C’. Mediante le successive projezioni dai centri 5^ , 52, S3, dalla serie 
di punti ABC... si deducono le serie A^B^C^ ... , A2B2C2..., A'B'C'...\ 
perciò (N> 158 e, 160 e) la serie ABC ... de’ punti di partenza e la serie 
A'B'C ... de’ punti di arrivo sono projellivc (N" 157). Ma il problema sarebbe 
risoluto se il punto d’arrivo coincidesse col punto di partenza; dunque, se 
le due serie projettive ABC..., A’B'C ... hanno punti unili, ciascuno di 
questi potrà servire di primo vertice ad un triangolo soddisfacente alle con- 
dizioni proposte. Si trovi adunque (fi" 157, b) la retta in cui si segano le 
coppie di lati opposti dell’esagono inscritto AB’CA'BC, e si costruiscano 
(N" 166) le intersezioni N di questa retta colla conica; ciascuna di esse 
darà una soluzione del problema (2). 

174 . Con metodo analogo si risolve il problema correlativo: 

Ad una conica data (®) circoscrivere un poligono i cui 
vertici cadono su rette date. 

Si tratti per es. di circoscrivere alla conica un triangolo, il quale debba 
avere i suoi vertici nelle rette s^, «2) 144“). In un punto arbitrario 

A della conica si conduca la tangente a sino ad incontrare in un punto, 
e da esso si tiri un’altra tangente (punto di contatto A^); questa incon- 
trerà «2 un punto, dal quale si condurrà la seconda tangente «2 (punto 
di contatto A2); e dal punto comune a questa ed alla retta 83 si tirerà di 
nuovo la tangente a, il cui punto di contatto sia A'. 11 problema sarebbe 
risoluto se il punto A’ coincidesse con A, cioè se coincidessero le tangenti 

(') Inlerameate descritta, 0 individuata da cinque punti dati. 

(*) PONCELET, l. c., p. 3o2. 

(*) interamente descritta, 0 individuata per mezzo di cinque tangenti date. 
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a, a. Se s’imaginano falli allri lentalivi simigliami, nc’ quali si parla da altri 
punii arbitrari della conica, si ollerranno successivamente le serie 

di punii ABC ^ A'B'C che sono tulle pro- 

jellive fra loro. Infalli, sono projellive la prima e la seconda serie (N® 160,/') 
perchè le tangenti in .4 ed in , in B ed in , in C ed in C ^ , ... si 
segano sempre su ; così pure sono projellive la seconda e la terza , la 
terza e la quarta, epperò la prima e la quarta (N“ 158, e). E siccome il pro- 
blema sarebbe risoluto se coincidessero A ed A\ ovvero B e B', ecc., cosi, 
ciascuno de’ punti uniti delle serie projellive ABC.,., A'D'C ... potrà ser- 
vire di punto di contatto al primo lato di un triangolo soddisfacente alle 
proposte condizioni. Basterà pertanto (N® 157, c) fare tre tentativi, cioè, 
assunti tre punti arbitrari A, B,C nella conica, dedurne i punti corrispon- 
• denti A\ B\ C ; e costruire i punti .1/, N comuni alla conica ed alla retta 
che contiene i punti d’intersezione dei lati opposti dell’esagono inscritto 
AB'CABC (<). 

175 . 11 caso particolare che, nel problema del 173, i punti fìssi 

, ^ 2 , ... siano lutti in una stessa retta s, dev’essere trattato separatamente. 

Se il numero dei lati del poligono cercalo è pari , siccome ha luogo il 
teorema del N® 146, c), cosi il problema ammetterà in questo caso nessuna so- 
luzione 0 infìnile soluzioni. Inscrivasi nella conica un poligono, per es. un 
ottagono ((ìg. 108“) i cui primi sette lati passino pei punti dati S 2 ,...St; 
l’ultimo lato passerà allora, in virtù di quel teorema, per un punto fìsso 5 di 
s, che non è arbitrario, bensì determinato dai punti dati 5j, So, ...S 7 . Dun- 
que, se Tullimo punto dato 5g coincide con S, vi sono infiniti ottagoni che sod* 
disfanno alle poste condizioni; se tale coincidenza non ha luogo, non v’è 
alcuna soluzione. 

Se il numero de’ lati del poligono domandalo è dispari, il problema è de- 
terminalo. Supponiamo che si tratti di inscrivere un ettagono (fig. 108*) i 
cui lati debbano passare pei punti dati S^, S 2 , ...S^ in linea retta. Pel citato 
teorema (N® 146, a) vi sono infiniti ottagoni i cui primi selle lati passano per 
selle punti dati ; c rollavo lato passa per un punto fìsso 5 della medesima 
retta. Se fra questi ottagoni ve n’ha uno pel quale l’ottavo lato sia una tan- 
gente della conica, il problema sarà risoluto, giacché un tale poligono, avendo 
due vertici infinitamente vicini 0 coincidenti, si ridurrà propriamente ad un 
. ettagono inscritto, i cui lati passano pei sette punti dati. Dunque, se dà S 
si possono condurre tangenti alla conica, il punto di contatto di ciascuna di 
esse darà una soluzione (N® 146, b). Ond’è che le soluzioni sono due, una 
0 nessuna, a seconda della posizione del punto S rispetto alla conica 0 . 

La fìg. 110“ si riferisce al caso di questo problema in cui si tratti d’in- 
scrivere un triangolo (5). 

(•) PONCELET, /. c., p. 354. (*) PoNCELKT, /. C., p. 336. 

(•) Pappo, /. c., VII, 117. 
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Lo studioso può esercitarsi a risolvere il problema correlativo (circoscri- 
vere ad una conica un poligono, i cui vertici cadano su rette date di un 
fascio), il quale del pari è indeterminalo o impossibile se il poligono è d’or- 
dine pari; determinato e di 2* grado, se il poligono è d’ordine dispari 
(Hg. 109' e 111’). 

176. Lemma. — Se due coniche si segano nei punti ABCC, e per A,B 
si tirino risp. due rette a segare la prima conica in f, C e la seconda in 
F, G', le corde FG, FG' concorrono in un punto II della retta CC (fig. 145*). 

Infatti, la trasversale CC incontra la prima conica e i Iati opposti del qua- 
drangolo inscritto ABGF in sei punti accappiati in involuzione (N° 143, a 
sinistra); e la stessa cosa vale per la seconda conica e pel quadrangolo in- 
scritto ABG'F. Ma le due involuzioni coincidono (N* 98), giacché hanno due 
coppie comuni di punti conjugali, vale a dire: la coppia de’ punti CC in 
cui la trasversale sega l’ una e l’ altra conica ; e la coppia de’ punti in cui 
quella incontra i lati opposti AFF, BGC che appartengono ad entrambi i 
quadrangoli. Dunque ogni altra coppia di punti conjugali sarà comune alle 
due involuzioni : cioè la trasversale CC incontrerà FG ed FG' in uno stesso 
punto H, conjugato a quello in cui incontra AB. 

a) La_ proposizione che precede, semplice corollario del teorema di Desar- 
ci’ES, suggerisce immediatamente la soluzione de’ due seguenti problemi, 
l’uno di 1”, l’altro di 2* grado. 

Problema. — Dati sette punti ABCDEFG, trovare il quarto punto comune 
alle due coniche risp. circoscritte ai pentagoni ABCDE, ABCFG (fig. 145"). 

Da due de’ punti comuni tirinsi le AF, BG che seghino la prima conica 
in F, C : punti che si sanno costruire (N” 124, a destra). Le rette FG, F'G 
concorreranno in un punto H della corda che unisce gli altri due punti 
comuni. Questa corda sarà adunque UC, e basterà costruire il punto C in 
cui essa incontra l’ una o l’altra conica : il punto C sarà il cercalo. 

b) Problema. — Dati otto punti ABDEFGMN, trovare i due punti di ul- 
teriore intersezione delle due coniche risp. circoscritte ai pentagoni ABDEN, 
ABFGM (fig. 145"). 

Si tirino le AF, BG che seghino la prima conica in F', C; il punto H 
comune alle FG, FG apparterrà alla corda che unisce i due punti cercali. 
Analogamente, se AM sega di nuovo la prima conica in M‘, il punto K 
comune alle GM, GM' sarà situalo nella corda medesima. Dunque i punti cer- 
cali giacciono nella IIK-, ed ora il problema è ridotto a quello (N° 166) di 
costruire le intersezioni C,C'deH’una o dell’altra conica colla retta //À' (<). 

c) La costruzione non cambia, se i punti A, B sono infinitamente vicini; 
cioè, se le due coniche toccano in un punto dato una retta data (N° 142). 

In questo caso, date due coniche che sì tocchino in un punto A, sì 

(’) G.vskin-, The geometrical coiutruolion afa come section etc. (Cambridge 18S2), 
pag. 26, io. • 
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ottiene la retta HK eongiunfrente i due punti C, C d’intersezione. Se questa 
retta venisse a passare per A, uno de’ punti C, C coinciderebbe collo stesso 
A, giacché una conica non può avere tre punti in linea retta. Allora, si 
può dire che de’ quattro punti comuni alle due coniche , tre sono riuniti 
(u infinitamente vicini) in A (cfr. N° 142); si suol anche dire che le due 
coniche si osculano nel punto A. La costruzione a) dà un punto H 
della retta che conginnge A col quarto punto C d’intersezione. Può final- 
mente accadere che questa retta coincida colla tangente iti A ; allora si 
dirà che A fa le veci di quattro punti coincidenti (o infinitamente vicini) 
comuni alle due coniche. 

d) Si applichi il lemma ad una conica data e ad un cerchio che la toc- 
chi nel punto A. Da A si tiri la normale (cioè la perpendicolare alla tan- 
gente in A), la quale incontri di nuovo la conica in F ed il cerchio in 
F: e si descriva sul diametro AF un cerchio, il quale, essendo tan- 
gente in A e segante in F, segherà la conica in un altro punto G: e l’angolo 
AGF sarà retto. Il primo cerchio tagli AG in G': in virtù del lemma, lo 
FG, FG' concorreranno sulla corda HK. Ma FG, FG sono parallele, perchè 
anche l’angolo AGF k retto; dunque per tutt’i cerchi tangenti in 
A alla conica la corda HK ha una direzione costante, cioè 
la direzione di FG. 

Se la corda //A passa per A, il cerchio sarà osculatore alla conica ìnA. 
Laonde conducasi per A la parallela ad FG, che seghi la conica in C; il 
cerchio tangente in A e segante in C sarà il cerchio osculatore in A (<). 

Viceversa, si può costruire la conica che passi per tre punti dati A, P, 0, 
ed in A abbia un dato cerchio osculatore. Le AP, AQ seghino il cerchio 
dato in P', Q' ; e sia U il punto di concorso delle PQ, P'Q'. Tirisi la AU, 
che seghi di nuovo il cerchio in C; la conica cercata passerà perC, epperò 
è determinata dai quattro punti A, P, Q,C e dalla tangente in A (la tan- 
gente del cerchio). 

e) La proposizione correlativa del lemma precedente si enuncia cosi: 

Se a,b sono due tangenti comuni a due coniche, e si conducano da due 

punti presi risp. in a, ò le tangenti f, g alla prima conica, e le tangenti 
f,g alla seconda, i punti fg , f g' saranno in linea retta col punto di con- 
corso delle altre due tangenti comuni alle coniche date. 

La qual proposizione serve a risolvere i problemi correlativi de’ due a) e 
b), cioè a trovare le restanti tangenti comuni (una o due) di due coniche, 
ciascuna individuata da cinque tangenti date, fra le quali ve ne siano già tre 
0 due di comuni. 

±77. Problema. — Dati undici punti A, B,C, D, E, Af,Bt,Ct,Dji,Ef,P, 
costruire per punti la conica che passa per P e pei quattro punti (non dati) 
comuni alle coniche (non descritte) ABCDE, A^B^C^D^E^ (à). 

I*) PoaciiET, /. C; N‘ 33Ì-7. (•) Poncelet, /. N* 3lJ9. 
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Si conduca per P una trasversale arbitraria, e sì costruiscano (N* 166, 
a sinistra) i punti M, M comuni ad essa ed alla conica ABCDE, ed i punti 
■V, AT comuni alla trasversale medesima ed alla conica AfB^C^D^Ef. Siccome 
queste due coniche e la cercala debbono essere circoscritte ad un medesimo 
quadrangolo, cosi avrà luogo il teorema di Desargues. Dunque, se si costruirà 
(N° 102, a sinistra) il punto P' coniugato dì P neH’involuzione determinata dalle 
coppie HM' . A^V, il punto P' apparterrà alla conica cercata. Facendo girare 
la trasversale intorno a P, si otterranno altri punti della conica medesima. 

178 . Problema. — Dati dieci punti A, B, C, D, E, /!(, C^, Dj, Ef 

ed una retta t, costruire una conica che tocchi s e passi pei quattro punti 
(non dati) comuni alle coniche (non descritte) ABCDE, A^BtCfD^E^. 

Si costruiscano {N° 166, a sinistra) i punti MM' comuni ad s ed alla conica 
ABCDE, ed i punti Nff comuni ad * ed alla conica A^B^C^D^E^ ; e si tro- 
vino i punti doppi dell’involuzione determinata dalle coppie MM', NN'. Se 
P è uno de' punti doppi, sarà P il punto di contatto (N° 145) fra s ed una 
conica circoscritta al quadrangolo formato dai quattro punti comuni alle co- 
niche ABCDE, AtBfCfDfEt. Dunque il problema è ora ridotto a quello del 
N° precedente. 

179 . Le costruzioni correlative dànno le soluzioni de’ problemi correlativi ; 

Costruire una conica che passi per un punto dato o tocchi una retta data 

e sia inscritta nel quadrilatero formato dalle quattro tangenti (non date) co- 
muni a due coniche (non descritte), ciascuna delle quali sia individuata per 
mezzo di cinque tangenti. 

180 . Problema. — Da un punto dato S condurre una retta che da quattro 
rette date n, à, e, d sia segata in quattro punti il cui rapporto anarmonico 
sia dato. 

Si è veduto (N" 115, V) che le rette, le quali da quattro rette obed date sono 
segate in quattro punti di dato rapporto anarmonico, sono tutte tangenti ad 
una stessa conica, che-tocca anche le rette date; e che, se D è il punto 
dì contatto di d, e A, B, C siano i punti ove d sega o, ò, r, il rapporto 
anarmonico (ABCD) è uguale a quello de’ quattro punti in cui le abed sono 
incontrate da un’altra tangente qualsivoglia della conica. Dunque la soluzione 
del problema sarà la seguente : jf 

Costruiscasi (N* 53, f) quel punto D della retta d, il quale insijare coi 
punti ad — A, bd = B, ed = C dà il rapporto anarmonico ( ilBCOV uguale 
al dato. Indi (N° 166, a destra) costruiscansi le rette che passano per 5 e 
toccano la conica individuata dalle quattro tangenti abed e dal punto di con- 
tatto D in d; ciascuna di codeste rette risolverà il problema proposto. 

a) Se una delle rette abed fosse a distanza infinita, il problema diverrebbe 
il seguente (N° 53, e): 

Per un punto dato 5 condurre una retta tale, che i suoi segmenti inter- 
cetti fra tre rette date a, b, c (cioè fra a e 6, fra a e c) siano fra loro in 
un rapporto dato. 
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Si trovi in 0 quel punto A che insieme coi punti ah^B, ac = C dà al 
rapporto AB : AC il valore dato, e condticansi da S le tangenti alla parabola 
determinata dalle tangenti Oy b, c c dal punto di contatto A in a, 

b) La costruzione correlativa darà la soluzione del problema correlativo: 

In una retta data s trovare un punto dal quale quattro punti dati AyByCyD 
si projettino mediante raggi il cui rapporto anarmonico (N° 53, k) sia un 
numero dato. 

181 . PnoDLEMA. — Date due rette u, ti punteggiate projeltive, trovare 
due segmenti corrispondenti, i quali siano rispettivamente veduti da due punti 
dati OyO' sotto angoli dati (^). Prendansi in u' due punti A\ U in modo che 
l'angolo A'O'D' sia uguale al secondo dei dati; siano AyD\ punti di u 
che corrispondono ad A\ 0 '; e trovisi in u il punto A^ tale che l’angolo 
A^OD sìa uguale al primo dei dati ; è chiaro che il problema sarebbe ri- 
soluto, se 0A^ coincidesse con 0 ^ 1 , giacché allora gli angoli AOD, A'O'D’ 
sarebbero entrambi uguali ai dati. Variando simultaneamente i raggi OA , 
OA'y O'D'y OD, 0A^, si generano de’ fasci tulli projellivi fra loro. Infatti, 
sono projeltivi i fasci generali da O'A', O'D', e quelli generali da OA^y OD, 
a cagione degli angoli costanti A'O'D', A^OD (N“ 82); e sono projellivi i 
fasci generali da OA, O'A', e quelli generati da OD, O'D', a cagione della sup- 
posta projellivìtà fra u ed u'. Dunque sono projellivi i fasci generati dai 
raggi OA, OA^ ; e i raggi uniti risolveranno il problema. Facciansi adunque 
tre tentativi analoghi ai precedente, sicché si ottengano tre coppie di raggi 
corrispondenti OA ed 0^1 <, OB ed 0B^, OC ed OCf ; e coslruìscansi i raggi 
uniti dei fasci projeltivi concentrici determinati dalle tre coppie (N® 162, a). 
Se uno de’ raggi uniti incontra u in M, e prendasi nella stessa u il punto 
P in modo che l’angolo sMOP risulti uguale al primo dei dati, delti M', P 
i punti di u che corrispondono ad M, P, anche l’angolo M'O'P sarà uguale 
al secondo dei dati , cioè il problema sarà risoluto. 

182 . ' Problema. — Date due punteggiale projeltive u = ABC . . . , 
u ~ A'BC . . . , trovare due segmenti corrispondenti , i quali siano uguali 
a segmenti dati (in grandezza e senso). 

Prendansi in u' un segmento A'D' uguale al secondo segmento dato , e 
quindi in u il segmento AD corrispondente ad A’D'. In u assumasi il punto 
A^, in modo che AiD sìa uguale -al primo segmento dato; il problema sa- 
rebbe risoluto se i punti A,A^ coincidessero. Variando simultaneamente i 
punti A, A‘, D', D, A, generano altrettante punteggiale projeltive: infatti, 
sono projeltive le punteggiale generate da i4 ed /T, e quelle generate da Z) e D', 
a cagione della supposta projettivilà di u, m'; e sono projeltive le punteg- 
giale descrìtte da ^4^ e JD, e quelle descritte da A', U, perchè nascono dal 
movimento di segmenti costanti (N® 11). Dunque sono projetlive le pun- 


(’) <lioè, se i segmenti sono MP, M'P, gli angoli i/0/*, M'O'P' siano dati in gran- 
dezza e in senso. 
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leggiate generate da ed i loro punti uniti risolveranno il problema. 

Basterà pertanto ottenere Ire coppie di punti corrispondenti A ed B c 
C e Cj, mediante tre tentativi; e quindi costruire i punti uniti (N® 462, fc). 

183 . Allo studioso non sarà certamente sfuggita la costanza del metodo 
col quale sono stati risoluti i precedenti problemi, si diversi ne’ loro enun- 
ciati. È un metodo generale, uniforme e diretto, applicabile in forma più o 
meno semplice a lutti i problemi di 2* grado, cioè a tutte le questioni 
che, ove fossero trattate algebricamente, dipenderebbero da un’equazione di 
2" grado o da un’equazione di grado superiore riducibile al 2*. Il metodo con- 
siste nel fare tre lenlalivi. i quali dànno tre coppie di elementi corrispondenti 
di due forme projetlive sovrapposte; e gli elementi uniti forniscono senz’altro 
le soluzioni del problema. Perciò a buon diritto, questo modo di procedere 
fu considerato come un metodo geometrico di falsa posizione (^). 

184 . I problemi di 2° grado (u riducibili al 2* grado), come lutti quelli 
della geometria elementare, si risolvono coll’ uso esclusivo della riga e del 
compasso, cioè mediante intersezioni di rette e di cerchi (2). Ma d’altra parte, 
ciascuno di quei problemi si può far dipendere dalla determinazione degli 
elementi uniti di due forme projetlive sovrapposte: la quale determinazione 
si riduce (N® 462) alla costruzione dei punti uniti di due serie projetlive 
(N“ 157), date in un cerchio affatto arbitrario; laonde ne segue che un solo 
cerchio, descritto una volta per sempre, può bastare a risolvere tuli’ i pro- 
blemi di 2® grado 0 proposti intorno ad elementi dati in un piano fisso 
(il piano del disegno). Disegnalo questo circolo, la quislione si ridurrà a 
trasportare sulla circonferenza di esso, mediante projezioni e sezioni, le tre 
coppie di punti individuanti le due forme projetlive, i cui elementi uniti 
risolvono il problema; e quindi a Iracciaro la retta che contiene i punti d’in- 
contro delle coppie di lati opposti dell’esagono inscritto che ha per vertici 
opposti i punti delle tre coppie anzidetto (N” 157, c). 

È superfluo accennare che, in luogo di far dipendere la soluzione del pro- 
blema dagli elementi uniti di due forme projetlive sovrapposte, si può sempre 
ridurlo alla ricerca degli elementi doppi di un’involuzione (N° 465), 

Nel N” 89, a) si è già dato un esempio del modo di risolvere un problema 
di 2® grado coll’uso della sola riga, supposto che un cerchio (ausiliario) sia 
traccialo nel piano del disegno, e che sia dato il centro di questo cerchio. 
Altri esempi si troveranno più innanzi. 

185 . In modo analogo si risolvono i problemi seguenti : 

o) Date (fig. 44-6*) due rette punteggiate projetlive «, u, c due altre rette 

(’) Chaslfs, Géom. sup., p. 2t?. 

(*) Problemi di 1° grado sono quelli ohe si risolvono colla sola riga, cioè con 
intersezioni di sole rette. Veggansi: Lambert, /. c.. p. tCt; — Brianchon, /. c., p. 6; 
— PONCELET, /. c., p. 76. 

(•; PoNCELET, l. c., p. 1S7; — Steiner, Dir geometrischrn Konslructionen aus- 
gefufirt mittelst der geraden Linie und eines festen Kreises (Berlin 1833), p, 67. 
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punteggiate projeltive v, v', per un punto dato 0 tirare due rette «, «' che 
seghino rispeltivamenfe u ed u' in due punti corrispondenti, ed anche t;, v 
in due punti corrispondenti. 

Tirisi per 0 una retta che seghi v' in A\ F ; sia ^ il punto di u che 
corrisponde ad ^4'; e P il punto di v che corrisponde a F. Il problema 
sarebbe risoluto, se le rette 0/1, OP coincidessero insieme. Variando simul- 
taneamente queste rette descrivono due fasci projetlivi concentrici (determi- 
nati da tre tentativi analoghi al suesposto), i cui raggi uniti daranno le so- 
luzioni del problema. 

b) Nel problema che precede si può supporre che u ed u siano sovrap- 
poste, e che siano pur sovrapposte v, v'. Se tutte e quattro le punteggiate 
fossero in una retta unica, il problema si potrebbe enunciare cosi: 

Date in una retta due punteggiate projettive u, u e due altre punteggiate 
projettive v, v', trovare una coppia di punti che siano corrispondenti sì in 
M, u\ si in V, v\ 

c) Fra due rette date u, allogare un segmento che sia veduto da due 
punti fissi 0, S sotto angoli dati (fig. 447‘). 

Per S tirinsi due rette a segare «, in A, A^ cosi che l’angolo ì45ì 44 sia 
uguale al secondo dei dati. Indi si tiri per 0 un’altra retta a segare u in 
A’, in modo che l’angolo A'OA^ sia uguale al primo dei dati. Il problema 
sarebbe risoluto se 0/1, 0/1’ coincidessero. Tre tentativi come questo daranno 
tre coppie di raggi corrispondenti (0/1 ed 0.4', OB ed OF, OC ed OC) dei 
due fasci projetlivi che sarebbero descritti dalla variazione simultanea di 0/4, 
0/4'; dai raggi uniti OM, ON à\ questi fasci si hanno le soluzioni NN^) 
del problema. 

d) Date due punteggiate projettive u, u’, a partire da due dati punti cor- 
rispondenti A , /4', prendere due segmenti corrispondenti /IJf, A'M', il cui 
rapporto AM : A'M' — \ sia dato. 

Essendo A ed A', B e B\ C ù C tre coppie di punti corrispondenti in 
«, u'y prendansi in u due nuovi punti F', C" in modo che sia AB" = X.A’B', 
AC"~X . A'C. I punti AB’C" ... determinano una punteggiala simile ad 
A'B'C ... (N* 73), epperò una punteggiata projeltiva ad ABC.... Le pun- 
teggiate projettive sovrapposte /4F'6”'..., ABC... hanno già il punto unito 
A; l’altro punto unito M risolverà il problema, giacché si avrà 


AM — AM" — X.A'U. 

Questo problema è di 1° grado. 

c) Date due punteggiale projettive sovrapposte ABC..., A'B'C'..., trovare 
un segmento MM' che abbia un dato punto di mezzo 0. 

Prendansi i punti A", F', C" in modo che 0 sia il punto di mezzo dei 
segmenti /t/l", FF , CC"; i punti A"B"C" ... determinano una punteggiala 
uguale ad ABC... epperò projeltiva ad A'B'C .... Costruiscansi i punti uniti 


i 

i 
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delle punteggiale projettive sovrapposte A'D'C ... y A"B''C'; se JU' o 3f' è 
uno di codesti punti uniti, sarà 0 il punto dì mezzo del segmento MM" 

f) Dato un segmento EFy trovare nella retta EF due punti 3f , Jf tali 
che il segmento MM' sia uguale a un dato, e il rapporto anarmonico {EFMM ) 
sia pure dato. 

Nella retta data prendansi tre punti ad arbitrio Ay By C, e quindi si de- 
terminino i tre punti A', B\ C in modo che i rapporti anarmonici (EFAA')y 
{EFBB'), {EFCC) siano lutti uguali al dato; e tre altri punti A" y B"y C" in 
modo che i segmenti AA", BB", CC" siano uguali al dato. Allora saranno 
(N‘'01,83c) projettive le punteggiate ABC..., A'B'C'..., e projettive anche 
(N'' 77) le punteggiale ABC..., A"B"C" ... , dunque projettive eziandio le 
A’B’C. ..y A"B”C' .... Se queste hanno due punti uniti, uno de’ quali sia 
M' od ili", detto M il punto corrispondente ad esso nella punteggiata ABC ... , 
il segmento MM' ed il rapporto anarmonico {EFMM ) avranno le grandezze 
date, epperò il problema sarà risoluto. 

g) Inscrivere in un triangolo dato PQR un rettangolo di area data (fig. 148‘). 

Se MSTU è il rettangolo cercato, conducendo MS' parallela a PR, si ot- 
tiene il parallelogrammo MSPS' equivalente al rettangolo; dunque possiamo 
trasformare il problema in quesl’allro: 

Trovare su QR un tal punto M che, tirale MS, MS' parallele rispettiva- 
mente a PQj PRy risulti PS . PS' uguale ad un quadralo dato k^. 

Preso ad arbitrio un punto A in QR, si tiri AD parallela a PQ, e pren- 
dasi in PQ la PD' tale che sia PD . PD' — tirisi poi la D'A parallela 
a PR. Se i punti A, A' coincidessero, il problema sarebbe risoluto. 

Variando insieme i punti A, D, D', A descrivono altrellante punteggiale 
projettive. Infatti, siccome Z) è la projezione di A dal punto aU’infìnilo di PQ, 
ed /T la projezione di D' dal punto aU’infìnito di PR, così la seconda pun- 
teggiata è prospettiva alla prima e la quarta alla terza. E sono pur proiet- 
tive la seconda e la terza punteggiala, giacché la relazione 

PD .PD' — K^y 

che lega insieme i punti D, D', confrontata con quella ottenuta al N" 59 
mostra che i punti D, D', variando siraullaneamenle, descrivono due punteg- 
giate projettive, ai cui punti airinfinìlo corrisponde uno stesso punto P(<). 

Tre tentativi, analoghi al suesposto, daranno tre coppie di punti come 
AyA'\ e quindi, costruiti i punti uniti, si otterranno le soluzioni del pro- 
blema. Invece di prendere, ne’ tre tentativi, il punto di partenza A del lutto 
ad arbitrio, gli si può dare qualche posizione particolare, che abbrevi! le 

l 

(’) Cioè, dette u,u' le due punteggiate, riferite alla costruzione del N® 67 a sinistra, 
la punteggiata ausiliaria u" è tutta all’infinito. Ne segue che ottenuta una coppia D, W 
di punti corrispondenti, per trovare il punto E' corrispondente ad un altro punto E 
diP/l = w, basta unire J/E e quindi tirare DE' parallela o^D'E. 
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costruzioni. Questa riflessione vale per qualsiasi problema de' qui conside- 
rati ; quanto all’attuale, si vede subito die, se A si porta a distanza infinita, 
va all’infinito anche la proiezione D, epperò il punto D' cade in P, donde 
segue che A' coinciderà con P; e se il punto A si pone in Q, la proje- 
zione D coincide con P, dunque U epperò A' va aH’infinito. Ecco pertanto t 

due tentativi che non domandano alcuna costruzione: le coppie AA' che ne ' 

risultano sono P ed il punto all’infinito, il punto aH’infiuito e Q. Detta BB’ 
la coppia data da un terzo tentativo, ed AA' una coppia qualsivoglia, avremo 
dunque (N" 59) 

RA . QA' - Rfì . QB\ 
epperò, se M è un punto unito, 

RM.QM~RB.QB'. 

Di qui si possono cavare i punti uniti ; ma sarà sempre più semplice ricor- 
rere alla costruzione generale del N® 162, b) ; cioè per un punto 0 di una cir- 
conferenza descritta ad arbitrio, tirinsi OR, OB', OP, OQ e la parallela a QR, 
che seghino di nuovo il circolo in Pj , P/, P^ , jl?^ , / (^); indi congiungasi 
il punto comune alle B^Q^, B{1 col punto comune alle B^l, B^R^ \ se la con- 
giungente sega il circolo in due punti, le rette che li projettano da 0 in- 
contreranno QR ne’ punti uniti cercati ^/, N: i quali risolvono il problema. 

h) Costruire un poligono i cui lati passino risp. per altrettanti punti dati, ^ 

ed i cui vertici meno uno cadano su altrettante rette date, mentre l’angolo ' 

neirultimo vertice sia uguale ad un angolo dato. * 

Debbasi per es. costruire un triangolo LMN (fig, 149*), i cui tre lati 
MN, NL, LM debbano passare risp. per 0, U, V, e due vertici M, N deb- 
bano trovarsi sulle rette u, v. Conducasi per 0 una retta ad arbitrio che 
seghi u in /I , V in P, e per la retta UX che colla BV comprenda un 

angolo uguale al dato. Detto A' il punto in cui u è incontrata. dalla f/A”, il 
problema sarebbe risoluto se i punti A' coincidessero. Si otterranno le 
soluzioni del problema costruendo i raggi uniti de’ fasci projetlivi generati 
dalla simultanea variazione delle rette OA, OA’. 
k) Nel precedente problema è compreso quest’aUro : 

Un raggio di luce parte da un punto dato 0 e si riflette successivamc*nte 
su n rette date determinare la direzione che deve avere il 

raggio iniziale, affinchè l’ultimo raggio riflesso la seghi sotto angolo dato. 

Infatti, secondo le leggi della riflessione, se il raggio incidente 0A^ (fig. 150") 
incontra in A^ , il raggio riflesso ed il raggio incidente faranno angoli 
uguali (opposti) con epperò, siccome il raggio incidente passa pel punto 
fisso 0, cosi il raggio riflesso p.nsserà coslanlcmenlo per quel punto Of che 
è simmetrico di 0 rispetto ad «j (2), Analogamente, dopo che il primo raggio 

(t) Di questi punti il solo I è segnato nella figura. 

(*) Cioè un punto 0, tale che 00, sia divisa per metà e ad angolo retto da 


riflesso avrà incontrato in ^42, si rifletterà secondo la stessa legge, epperò 
il secondo raggio riflesso passerà per un punto fìsso O2, che sarà il sim- 
metrico di O4 rispetto ad U2; e cosi di seguito. Il raggio iniziale e gli n 
successivi raggi riflessi saranno pertanto ì lati di un poligono /1^/l2^3... ; del 
quale gli n-4-t lati devono passare per altrettanti punti dati 0 , 0 ^, O2, ... 0 „, 
mentre un angolo A dev’essere uguale ad un dato, ed i vertici degli altri n 
angoli devono cadere sulle n rette date , «2 > • 

l) Problema. — Costruire un poligono i cui vertici giacciano in rette date 
e i cui lati siano veduti da punti dati sotto angoli dati. 

Si tratti per es. di costruire un triangolo i cui vertici i , 2 , 3 debbano 
cadere sulle date rette u^, U2> H > ^^i lati 23. 31, 12 siano veduti dai 
punti dati S \ , S2, S3 sotto angoli dati (U2, <03. Sulla (fìg. 151*) si prenda 
un punto A ad arbitrio; tirata la AS^^ si faccia l’angolo AS'^B uguale ad 
<U3. Il 2'’ lato di quest’angolo seghi «2 fi, e si faccia l’angolo BSfi uguale 
ad 04 . Detto G il punto comune al 2** lato di quest’angolo e ad t/ 3 , si faccia 
l’angolo CS 2 A' uguale ad qj 2. 11 problema sarebbe risoluto, se il secondo 
lato S2/I' coincidesse con 52^4. Se facciamo variare 52^4 intorno ad S2, va- 
riano insieme gli altri raggi S^Ay S^B, S^fi, S^C, ^2^, S2^', generando al- 
trettanti fasci, tutti projettivi fra loro. Infatti : sono projettivi i fasci gene- 
rati da S^AyS^B (N“ 82), perchè l’angolo AS^B è costante; sono projet- 
tivi i fasci generati da S^B, 5^fi, perchè prospettivi; e cosi di seguito. Le 
soluzioni del problema saranno adunque date dai raggi uniti de’ fasci pro- 
jetlivi concentrici generati da 52.4,52.1'. 

Nello stesso modo sì risolve il problema, se gli angoli in 5^, 52, in luogo 
di essere uguali ad angoli dati, debbano essere divisi da coppie di rette date, 
in modo che in ciascuno di quei punti si abbia un fascio di quattro raggi di 
rapporto anarmonico dato. Se per ciascuno de’ punti dati 5^, 52, ... il fascio 
dovesse essere armonico, e i due raggi dati fossero ortogonali, il problema 
si potrebbe enunciare così (N* 52) : 

Costruire un poligono, i cui vertici debbano cadere su rette date e i cui 
lati debbano essere veduti da punti dati sotto angoli aventi bissettrìci date. 

m) Lo stesso metodo dà la soluzione del problema : 

Costruire un poligono i cui lati debbano passare per punti dati e i cui 
angoli divìdano segmenti dati secondo rapporti anarmonici dati (^); 

Del quale sì hanno casi particolari , supponendo che ciascun angolo 
debba intercettare sopra una retta data un segmento dato di grandezza 
e senso, 0 un segmento che risulti diviso da un punto dato in parti dì rap- 
porto dato (2). 

« 

(D Cioè, i lati di un angolo incontrino una data retta, nella qnale sono dati due 
punti A, B, in altri due punti C,D, in modo che il rapporto anarmonico {ABCD) 
sia un numero dato. 

(*) Questi problemi sono tolti da Crasles, Géom. sup., pag. 2t9-23, e da Towwsend, 
Chapters on thè modern geometry (Dublin t86.j), v. 2, pag. 257-74. 
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§ 20. Poli e polari. 

18 (>. Dai 160, 161 risulta che, se S (fig. 120*) è un punto 
situato comunque nel piano di una conica, condotte per /S quante 
trasversali si vogliano a segare la curva nelle coppie di punti 
{A,A')f (B, J5'), (C, C),... , le coppie di tangenti (a, a'), (&,&'), 
(c, c'),... si segano in punti di una retta fissa s, la quale contiene 
i punti di contatto delle tangenti che escono da /S ; ed inoltre anche 
le coppie di congiungenti AB' ed A'B, AC' ed A'C,...y BC' 
e AB ed A'B, AC ed A'C',..., BC e BC,.,. si se- 

gano in punti di s. Si può osservare \m’altra proprietà della retta 
s: considerando il quadrangolo completo AA'BB, i due lati op- 
posti AB, AB sono separati armonicamente dal punto diago- 
nale S e dalla retta s che unisce gli altri due (N“ 49); dunque 
i punti ^ ed (ed analogamente B q B, C e O, ...) sono sepa- 
rati armonicamente mediante S ed s. 

La retta s , che è in tal modo individuata dal punto arbitraria- 
mente dato S, dicosi polare di S rispetto alla conica; e viceversa 
B dicesi polo della retta s. 

Dunque la retta polare di un dato polo S è ad un 
tempo: 1® il luogo del punto di concorso di due tan- 
genti i cui punti di contatto siano in linea retta con S; 
2® il luogo dei punti di concorso delle coppie di lati 
opposti d’ogni quadrangolo inscritto, le cui diagonali 
passino per iS; 3® il luogo di un punto separato armo- 
nicamente da S mediante duo punti della conica (i), 

187 . Reciprocamente , una retta s data ad arbitrio individua un 
punto S, del quale essa è la polare. Infatti : siano A, B due punti 
scelti ad arbitrio nella conica; le rette a, h, tangenti in A, B, se- 
gheranno s in due punti, dai quali si conducano le seconde tan- 
genti a, V ; e siano A, B i loro punti di contatto, ed S il punto 
d’intersezione dello AA, BB. Allora la polare di S conterrà i 
punti aa', feò', epperò coinciderà con s. Dunque, se da un altro 
punto qualunque di s si possono condurre duo tan- 

(’) Apollonio, /. C., lib. VII, 37; — Desarcles, /. c., p. 164 p seg. — Delahire, 
l c., lib. I e 11. 
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genti c, c', la retta CC congiungente i punti di con- 
tatto passerà per S. 

a) Le rotte aa'W/ formano un quadrilatero circoscritto, una dia- 
gonale del quale è s, mentre le altre due diagonali si segano in 
S (N“ 135); dunque: se da un punto arbitrario di s si con- 
ducono due tangenti alla conica, queste sono separate 
armonicamente mediante s ed una retta che passa 
sempre per S. 

b) Il quadrangolo completo AABB ed il quadrilatero completo 
adW hanno lo stesso triangolo diagonale (N“ 132), i vertici del 
quale sono S, il punto comune alle AB, A'B, ed il punto comune 
allo AB, A'B; ed i lati sono s, la conginngonte i punti ab, a'b', 
e la congiungento i punti ai', a'b. Dunque: se da due punti 
della retta s si guidano le coppie di tangenti {a,a'),{b,b'), le 
diagonali del quadrilatero circoscritto Mb' passano 
pel punto B. Veggasi per es. la fig. 102* dove s’imaginino poste 
le lettere S, A', B', a, b' invece delle E, D, C, d, c, ovvero le 
lettere S, A', B, B', a', b, b' invece delle (J, B, C, D, b, c, d. 

188. Per tal modo, data una conica, ogni punto del 
piano ha la sua polare, ogni retta ha il suo polo ('). 
La conica data, rispetto alla quale si considerano i poli e le polari, 
dicesi conica fondamentale. 

a) Un punto del piano di una conica si dice esterno od in- 
terno alla curva, secondo che per esso passino, o no, due tan- 
genti. Dunque: 

Se il polo è esterno alla conica (N“ 160, d), la polare sega la 
curva (ne’ punti di contatto delle tangenti che escono dal polo). 

Se il polo è interno alla conica, la polare non incontra la curva 
in alcun punto. 

b) Se si assume come polo un punto della conica stessa , facendo 
girare intorno ad esso una trasversale, uno de’ punti di segamento 
cade costantemente nel polo, epperò in ogni coppia di tangenti , il 
cui punto di concorso dee generare la polare, una tangente è sem- 
pre la tangente nel polo. Dunque, se il polo è un punto della co- 
nica, la polare ò la tangente in questo punto. 

c) Viceversa, se la polare ha tutt'i suoi punti esteriori alla co- 


(') Disarcues, /. c., p. 190. 

9 CmMONA, Bltm. ii Cwm. projtll. 
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nica, il polo -è un punto interno; se la polare ò una secante della 
curva, il polo è il punto comune alle rette che toccano questa ne’ 
due punti d’intersezione; e se la polare è una tangente, il polo è 
il punto di contatto. 

189 . Sia il polo ed F un punto della polare (fig. 102*)- Se 
la retta EF sega la conica, lo due intersezioni saranno separate 
armonicamente mediante i punti E, F (epporò di questi punti uno 
sarà interno, l'altro esterno alla curva), cosi che, se consideriamo 
invece F come polo, sarà E un imnto <lella polare. 

Se la retta EF non sega la conica, condutte le due tangenti da 
F, la corda di contatto passerà per E, appunto come la corda di 
contatto delle tangenti che escono da E passa per F" , giacché 
quest’ultiina corda i) la polare di Ej. Dunque: 

Se E' è un punto della polare di E, viceversa E è 
un punto della polare di F. 

Lo stesso teorema si puh esprimere col diro: 

So è una retta che passi pel polo di un’altra retta 
e, viceversa e passerà pel polo di f. 

Infatti, siano E, F \ poli rispettivi di c,f\ siccome per ipotesi 
E è situato nella polare di F. così E' giacerà nella polare di E, 
cioè e passerà per E\ polo di f. 

Duo punti , come E ed /■’, Tuno do’ quali sia nella polare del- . 
l’altro, diconsi conjugati o reciproci risiretto alla conica. E 
così pure, diconsi conjugate o reciproche due rette, come 
e,f, ciascuna delle quali passi pel polo deU’altra. 

Dal teorema or ora dimostrato segue poi quest’altro enunciato : 

Se due punti sono reciproci, anche le loro polari 
sono rette reciproche, o viceversa. 

190 . Il medesimo teorema si i»uò anche porre sotto quest’altra 
forma : 

Ogni punto della polare di un dato punto E ha per polare una 
retta che passa per E', 

Ogni retta passante pel polo di una data retta e ha per polo 
un punto di e ('). ■ 

Vale a dire : so imaginiamo che un polo variabile E^ corra su 
di una data retta e, la polare di E' passerà sempre per un punto 


(•) DISARCI'ES, l. c., p. 191. 
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fisso che è il polo della retta data; e viceversa, se una retta 
f varia girando intorno ad un punto fisso E ^ il polo di f descri- 
verà una linea retta e, che è la polare del punto dato E. 

0 ancora : si può dire che il polo di una data retta e è il centro 
del fàscio delle polari dei punti di e ; e che la polare di un dato 
punto E ^ il luogo dei poli delle rette che passano per E (i). 


191 . Dato un polo S, se ne debba j 
costruire la polare. • 

fi) Se della conica suno dali cinque | 
punii Ay ByC^ D, Ey basterà tirare . 
due trasversali SAySBy e costruire { 
i punti A'y B'y in cui questi incontrano 
di nuovo la curva. La retta s che uni- 
sce il punto comune alle AB\ A'B col 
punto comune alle ABy A'B' sarà la po- 
lare del punto dato (N® 169, fig. 13G‘). 

b) La conica sia invece individuala 
da cinque tangenti a,à,c,d,e (flg. 153»). 
Conducansi per S due trasversali u,v. 
e trovinsi i poli V, V di queste. La 
retta UV sarà la polare di S {N® 190). 
Per maggior semplicità, converrà con- 
durre la trasversale u pel punto aà; 
costruita la tangente c che passa pel 
punto ucy il polo V sarà il punto co- 
mune alle diagonali del quadrilatero 
acbc’. E così pure, condotta la tras- 
versale Vy per es. pel punto ac, e co- 
struita la tangente ò’ che passa pel 
punto vby il polo V sarà il punto 
comune alle diagonali del quadrila- 
tero abeb'. 


Data una retta s, se ne debba tro- 
vare il polo. 

Se della conica suno date cinque 
tangenti a, ò, c,(i, e, basterà prendere 
i punti sa, sby e da essi tirare le se- 
conde tangenti o', b' (N“ 124, a si- 
nistra). Le diagonali del quadrila- 
tero abab' si segheranno in un punto 
S , che è il polo della retta data 
(fig. 152*). 

La conica sia invece individuala da 
cinque punti AyByCyDyE (fig. i54‘). 
Prendansi in s due punti Vy P, e Iro- 
vinsi le loro polari u, v. Il punto uv 
sarà il polo di s (N« 190). Per mag- 
gior semplicità, converrà prendere il 
punto V nella retta AB; costruita 
r intersezione ■ C' della conica colla 
retta VC, la polare u sarà la con- 
giungente de’ punti di concorso de’ 
lati opposti del quadrangolo ACBC. 
E cusì pure, preso il punto V per es. 
nella retta AC, e costruita Tinterse- 
zione B' della conica colla retta VBy 
la polare v sarà la congiungente de’ 
punti di concorso de’ lati opposti del 
quadrangolo ABCB'. 


192 . Siano E, F due punti reciproci (fig. 102‘) e sia G il polo 
della retta EF\ sarà G un punto reciproco sì a J?, sì a J’; cioè, 
i' tre punti EFG sono reciproci a due a due. Ne segue che cia- 
scun lato del triangolo EFG è la polare del vertice opposto, e che 
i tre lati sono a due a due rette reciproche. 


(*) PONCELET, l. C., N* 195. 
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Uu triangolo, come EF(i , nel quale ciascun vertice è il polo 
del lato opposto, dicesi triangolo conjugato alla conica. 

193 . Per cuslrnire un Iriangolo conjiigalo, si può prendiirc un vertice 

E ad arbitrio (fìg. 102*); indi si costruisca la polare di E, e in questa si' 
assuma ad arbitrio un punto F\ da ultimo si costruisca la polare di F, la 
quale passerà per E , perchè EF sono punti reciproci. Sia G il punto in 
cui sì segano le polari di E, F: saranno EG, FG coppie di punti reciproci, 
epperò EFG è un triangolo conjugato. ■' 

In altre parole, assunto ad arbitrio il punto E, si tirino per E due tras- 
versali che seghino la conica \n A D, B o sia F il concorso delle 
AC, BD\ a G i\ concorso delle AB,Cb\ sarà EFG un triangolo conjugato. 

Si potrebbe invece prendere ad arbitrio una retta e, costruirne il polo E, 
tirare per E una retta qualunque f; e congiunti ì poli di e, f meilianle la 
retta g, sarebbe efg un triangolo conjug.ito, giacché le rette e, f, g sono a 
due a due reciproche. 

In .altre parole, assunta ad arbìtrio la retta e, prcndansì in essa due punti 
dai quali partano le coppie di tangenti ned. bcc; sia f la congiungenle 
de' punti ac, bd; c g la conginngente de' punti ah, cd ; sarà efg un trì.ingolo 
conjugato. 

194 . Lo cose che precedono mettono in evidenza la seguente 
proprieU : 

a) I punti diagonali del quadrangolo completo for- 
mato da quattro punti arbitrari ‘della conica sono i 
vertici di un triangolo conjugato. Le retto diagonali 
del quadrilatero completo formato da quattro tangenti 
arbitrarie della conica sono i lati di un triangolo con- 
jugato (*). 

Od anche; 

I punti diagonali di un quadrangolo completo sono i vertici di 
un triangolo conjugato a tutto lo coniche circoscritte al quadran- 
golo. Lo rette diagonali di un quadrilatero completo sono i lati di 
un triangolo conjugato a tutte lo coniche inscritte nel quadrilatero. 

h) Dalle proprietà dei qnadrilaleri circoscritti e dei quadrangoli inscritti 
(N' 129-135) si conclude inoltiu (fig. 102’): 

Se EFG è un triangolo conjugato ad una conica data, e se ABC è un 
triangolo inscritto nella medesima, i cui lati AD, AC passino rispettivamente 
pei vertici G, F, il terzo lato BC passerà pel terzo vertice E ; e ciascun lato 

(’) DtSARUUFS, I. c., p tS(i. 
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del triangolo inscritlo sarà diviso annonicatneiile dal corrispondente vertice 
del triangolo conjugalo c dalla retta rlie unisce gli altri due vertici. 

Le (re rette EA, Eli, CG concorrono in un punto D della curva ; ne segue 
che i due triangoli sono omologici, epperò le tre coppie di rette FG e BC, 
GE e CA, EF ed AH si segheranno in tre punti in linea retta. 

Si lascia allo studioso di enunciare la proposizione correlativa (*). 

195. De’ tre vertici di un triangolo conjiigato EFG uno è sem- 
pre interno alla curva e gli altri due esterni. Infatti, se £ è un 
punto interno, la polare di E non sega la conica, epperò Fe G 
sono punti esterni ; e se è un punto esterno, la polare di E sega 
la curva, i punti di segamento sono separati armonicamente me- 
diante F e G, epperò rimo di questi punti sarà interno e l’altro 
esterno. 

Da questa proprietà o da quelle del N" 188 si conclude tosto 
che dei tre lati di un triangolo conjugato due segano sempre la 
conica, ed uno non la incontra. 

196. Due quadrangoli completi ASCI), A'BC'l)' abbiano gli 
stessi punti diagonali E, F, G ; cioò concorrano 

BC, AD, BC, A'D' in E, 

CA, BD, CA', BD' in F, 

AB, CD, A'B, CD' in G. 

Se il punto a', giacesse per es. in AB, siccome AB ed AB 
passano per G, cosi anche B sarebbe situato in AB\ e siccome 
AB od A'B dev'essere separata armonicamente da CDto anche 
da CD' mediante le GE, GF, cosi i punti CDCD', sarWb^o in 
una sola retta, vale a dire gli otto punti ABCDA'B'CTf sareb- 
bero in due -retto (fig. 155*). 

Escluso questo caso, supposto cioè che pei cinque punti ABCDA' 
si possa descrivere una conica, dico che essa contiene anche i punti 
BCU (fig. 156*). Infatti, essendo G il polo di (perchè E,F,G 
sono i punti diagonali del quadrangolo inscritto ABCD), le duo 
intersezioni della conica colla trasversale GA'B saranno separate 
armonicamente mediante il polo G o la polare EF. Ma una di 
qneste intersezioni è A', dunque l’altra è B ; giacché, essendo E, 
F, G i punti diagonali del quadrangolo A'B'CD', i punti AB' 

(q PONCILET, I. e., p. lui. 
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sono separati armonicamente mediante G ed EF. Nello stesso modo 
si dimostra che anche i punti C, D' appartengono alla conica. 
Dunque : 

Se due quadrangoli completi hanno gli stessi punti 
diagonali, gli otto vortici sono situati o in duo retto 

0 in nna conica. 

Siccome le rette AB,A'B' concorrono in G, così le A A', BB', 
come pure le AB',A'B si segheranno sulla EF, polare di G. 
Quest'osservazione dà il modo di costruire il punto B", quando 
siano dati ABCBA'. Poi, il punto G si otterrà come intersezione 
delle A'F, B'E] od il punto B" come intersezione delle B'F, 
A' E, C'G. 

197. Suppongo ora che due coniche abbiano quattro tangenti co- 
muni àbcd, vale a dire, siano inscritte in uno stesso quadrilatero, 
e siano ABCB i quattro punti di contatto per l’una, A'FCB' 

1 quattro punti di contatto per l’altra. In virtù del teorema del 
N* 132, il triangolo formato dallo diagonali del quadrilatero cir- 
coscritto abcd avrà i vertici ne’ punti diagonali del quadrangolo 
inscritto ABCB, ed anche ne’ punti diagonali del quadrangolo 
A'B'C'B'; dunque i due quadrangoli ABCB, ABCB' hanno 
gli stessi punti diagonali. Quindi, pel teorema che precede (N° 196), 
gli otto punti ABCBA'BCB' saranno tutti in due rette o in 
una conica. 

198. Col solito scambio dei punti colle rette si potranno dimo- 
strare le proposizioni correlative, cioè: 

Se due quadrilateri completi hanno le tre diagonali 
confnni, gli otto Iati o passano per due punti (quattro 
per l’uno e quattro per l’altro) o sono tangenti di nna 
stessa conica. 

Se due coniche si segano in quattro punti , le otto tangenti in 
questi punti o passano tutto per due punti (quattro per l’uno e 
quattro per l’altro) o sono tangenti di una stessa conica (^). 

199. Se di un quadrangolo ABCB sono dati i punti diago- 
nali EFG ed un vertice A, il quadrangolo è individuato (deter- 
minato ed unico) e può subito essere costruito. Infatti, D è quel 
punto di AE che è separato armonicamente da A mediante E ed 

0) Staddt, I . e ., N* 893. 
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FG ; cosi C è quel punto di AF che è separato arnionicamentu 
da A mediante F e GF] e 2? è quel punto di AG che è sepa- 
rato armonicamente da A mediante G ed FF. 

Siccome d’altra parte, avendo una conica ed un triangolo con- 
jiigato EFG, si può prendere ad arbitrio (nella curva) un punto 
A conio vertice di un quadrangolo inscritto ABCI), i cui punti 
diagonali siano E, F, G (gli altri vortici B, C, 7) sono le se- 
conde intersezioni della conica collo retto AF, AF, AG), cosine 
risulta che: 

Tutto le coniche passanti per un punto dato A, per 
le quali un dato triangolo lùFG sia conjugato, passano 
per tre altri punti determinati B, C, 1). 

200 . Il prublema « costruire la conica die passa per due punti dati A, A' 
e per la quale un dato triangolo EFG sia conjugato > si risolverà pertanto 
nel modo che segue: 

Si costruiranno nel modo sopraddetto i tre punti B, C, D che con A for- 
mano un quadrangolo completo avente i punti diagonali E, F, G. .MIora si 
conosceranno cinque punti della curva AA’BCT), epperò si potrà trovarne, 
altri col teorema di Pascal. Del resto, si potrebbero costruire i tre punti 
B'CD' che con A' formano un quadrangolo coi punti diagonali E, F,G-, e 
gli otto punti ABC.BA'B'Ciy apparterranno tulli alla conica cercala. 

201 . Supponiamo che si tratti di descrivere una conica che tocchi quattro 
rette date abed e passi per un punto dato .S ((ig. 15T). Le diagonali del 
quadrilatero abed formano un triangolo EFG conjugato alla conica ; epperò, 
se si costruiscono i tre punti PQB che insieme con S formano un quadran- 
golo, i cui punii diagonali siano EFG, i tre punti co-sì costruiti apparter- 
ranno alla conica domandala. Ma , o non esiste alcuna c>inica che soddisfaccia 
alla quislione, 0 ve ne sono due (N’ 170, a destra); dunque, in questo se- 
condo caso, siccome la costruzione dei punti PQB è lineare, cosi entrambe le 
coniche passeranno per questi punti. Ossia: 

Se due coniche inscritte in uno stesso quadrilatero abed 
hanno un punto comune S, esse si segano in altri Ire punti ' 
POBi e il triangolo formato dalle diagonali del quadrilatero 
circoscritto abed coincide con quello formalo dai punti diago- 
nali del quadrangolo inscrilio PQRS. 

Per la costruzione dei punti PQR, per es. del punto P che è nella retta 
ES (fig. 15T), osservo che i punti PS devono essere separali armonicamente 
per mezzo di E ed FG -, ma anche la diagonale (ab)(ed), che passa per E, ò 
divisa armonicamente in E, F-, abbiamo dunque due forme armoniche, che 
sono prospettive a cagione del punto unito £; perciò le rette P(aò), S(cd), 
FG congiungenti le altre coppie di punti corrispondenti concorreranno in uno 
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slesso punto (N‘ 43, 62). Dunque si congiungerà S ai un termine di unn delle 
diagonali passanti per K, per cs. al punto cd\ la congiungente incentrerà FG 
in un punto che si unirà all'altro estremo della stessa diagonale, cioè al 
punto ab, mediante una retta che segherà ES nel punto cercalo P (•). 

202. Le proposizioni correlative, sulle quali il giovane studente farà bene 
ad esercitarsi, sono; 

Tutte le coniche tangenti ad una retta data, per le 
quali un dato triangolo sia conjugato, toccano tre altre 
rette determinate. 

Costruire la conica che tocca due rette date c per la quale un dato trian- 
golo è conjugato. 

Se due coniche circoscritte ad uno stesso quadrangolo 
hanno una tangente comune, esse hanno tre altre tan- 
genti comnni. 

Costruire le tre tangenti comuni alle due coniche che passano per quattro 
punti dati e toccano una retta data (N" 170, a sinistra). 

203 . Abbiasi un quadrangolo completo AÌÌCD, i cui punti diagonali siano 
EFG (fig. 159"). Siano poi 

L, P i punti in cui FG incontra AD, BC, 

M, Q » GE a BD, CA, 

N, B » EF » CD, AB. 

I sei punti cosi ottenuti sono i vertici di un quadrilatero completo; io- 
falli il triangolo EFG è omologico a ciascuno de’ seguenti : ABC, DCB, 
CDA, BAD, i centri d’omologia essendo ordinatamente D, A, B, C. Ne segue 
che le terne di punti PQB, PMN, LQS, LMR sono in altrettante rette (assi 
d’omologia). 

Queste quattro rette formano un quadrilatero, le cui diagonali LP, MQ, NB 
formano il triangolo EFG. Ne segue che la conica inscritta nel quadrangolo 
ABCD e passante |ier L, passa anche per N, P, B (N° 201); e cosi pure vi è 
una conica inscritta nel quadrangolo ABDC, la quale passa per B, M, •V.C); 
ed un’altra inscritta nel quadrangolo .\CBD e passante per Q, P, M, L. 

Per ciascuna di queste coniche le quattro tangenti date dalla figura (quattro 
lati del quadrangolo completo ABCD] sono armoniche, eppcrò sono armo- 
nici anche i quattro punti di contatto (N< 111, 161). Infatti, se consideriamo 
un lato qualunque del quadrangolo suddetto, |ier cs. AB, questo è diviso ar- 
monicamente ne’ punti B, G (come si deduce dalla considerazione del qua- 
drangolo completo CDEF}-, i punti A, B, G sono le intersezioni della tan- 

(’) Bbianchon, l . c., p. i». f'j Maclai'rin, De /tu. geoin ., $ i3. 
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genie AB colle altre tre, mentre /? è il punto di contatto della prima tan- 
gente; dunque le quattro tangenti saranno incontrate da qualunque altra tan- 
gente della conica che si considera in quattro punii armonici (^). 

'Se ADCD è un parallelogrammo, i punti £, G, M, Q vanno aH’intinito ; 
ed anche LNPfì risulta un parallelogrammo. Delle tre coniche sunnominate, 
la 1» sarà in questo caso un’ellisse tangente ai lati del parallelogrammo ABCD 
ne’ loro punti di mezzo; la 2“ un’iperbole tangente ai tati ADy CD ne’ loro 
punti di niezzo ed avente gli assinloli AC^ BV\ la 3* un’iperbole cogli stessi 
assinloti e tangente ai lati AD, BC ne’ loro punti di mezzo. 

204. Dal corollario del teorema di Bria.\chon, relativo ad im 
quadrilatero circoscritto (N® 135) gid si dedusse (N® 136) la re- 
gola por costruire le tangenti di una conica, della quale siano date 
tre tangenti a, b,c e due punti di contatto B q G (fig, 102*'). Un 
punto qualunque E di BC si congiunga ai punti ah, ac; le con- 
giungenti g, f incontrano risp. c,b in due punti che uniti dùnno 
una tangente d della conica. 

Le quattro tangenti abed formano un quadrilatero completo, due 
diagonali del quale g — (ab){cd) , f~{ac){bd) concorrono in E\ 
dunque (N** 135). in E si seglierit colla BC anche la corda di con- 
tatto AB delle tangenti a, d. Le rette condotte da E ai punti 
abj ac, essendo due diagonali del predetto quadrilatero, sono rette 
reciproche; dunque (fig. 160*): 

Se un triangolo abe è circoscritto ad una conica, le rotte che 
da un punto qualunque E della polare di un vertice bc vanno agli 
altri due vertici {ab), {ac) sono rette reciproche. 

0 viceversa: Se due rette date toccano una conica, due 
rette reciproche uscenti da un punto qualunque della 
corda di contatto segano le duo tangenti date in punti 
che appartengono ad una terza tangente. 

205. Esponiamo ora la proprietà- correlativa. Di una conica siano 
dati tre pùnti A,B,C tangenti b, c. in due di essi (fig. 102*). 
Una retta e condotta ad arbitrio pel punto bc incontri AB, AC 
in due punti G, F, uniti i quali risp. a C, B, le congiungenti si 
segano in un punto D della conica. 

1 quattro punti ABCB formano un quadrangolo completo, due 
punti diagonali (r, jP del quale sono in e; dunque (N“ 129) in e 


(’) Steineh, /. c., p. ISO. — Stm’dt, tìeitrage zvr Geometrie der Lug e (Siirnh^rg 
4850-67-60), N» 329. 
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cadrà insieme col punto hc- anche il punto comune alle tangenti 
in A, D. I punti (r, F, essendo due punti diagonali del quadran- 
golo anzi detto, sono reciproci; dunque (fig. 160*): 

Se un triangolo ABC è inscritto in una conica, i punti F,G, 
in cui duo lati AB, AC sono incontrati da una rotta condottii ad 
arbitrio pel polo S del terzo lato, sono reciproci. 

0 viceversa: Se duo punti dati in una conica si con- 
giungono a due punti reciproci, i quali siano in linea 
retta col polo della corda che congiunge ì punti dati, 
le congiungenti s’incontrano in un punto della curva. 

8 21. Centro e diametri. 

200. Se si assume come polo un punto a distanza infinita 
(fig. 161?) e si conduca pel polo una trasversale a segare la conica 
in due punti A , A', questi saranno separati armonicamente me- 
diante il polo ed un punto della polare 1S6); il punto della 
polare sarà adunque il mezzo del segmento AA'\ vale a diro: 

Se in una conica si conducano quante corde si vo- 
gliono, fra loro parallele, il luogo de’ loro punti di 
mezzo ò una retta, che è la polare del punto all’infi- 
nito comune alle corde (i). 

A questa retta si dà il nome di diametro relativo alle corde 
che divide per metà. So il diametro incontra la conica in duo punti, 
questi saranno i punti di contatto delle tangenti diretto al polo, 
cioè delle tangenti parallele allo corde bisecal^e. Se negli estremi 
A, A di una di queste corde si tirano le tangenti, queste concor- 
reranno in un punto del diametro. Se AA\ BB' sono due delle 
corde bisecate, le retto AB, AB, ed anche le AB, AB si seghe- 
ranno sul diametro (N“ 186). 

Viceversa, se da un punto del diametro si possono condurre due 
tangenti a, a alla conica, la corda A A di contatto sarà bisecata 
dal diametro ; e se dal punto stesso si conduce la retta che insieme 
col diametro separa armonicamente lo due tangenti , codesta retta 
sarà parallela alle corde bisecate. Se da due punti del diametro si 
conducono due coppie di tangenti a od a, h e h', la retta che con- 

. P) Apollonio, Conk., I, 46, 47, 48; 11, o, 6, 7, 28, 29, 30, 34 , 34-37. 
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giunge i punti ab, a'V e la retta che congiunge i punti db’ , a’h 
saranno pur esse parallele alle corde bisecate (N® 187). 

207. Ad ogni punto all’infinito, cioè ad ogni fascio di corde pa- 
rallele corrisponde un diametro. Tutt’i diametri passano per uno 
stesso punto, perchè essi sono le polari dei punti di una stessa 
retta, cioè della retta all’infinito: il punto di concorso de’ diametri 
è il polo della retta all’infinito (N° 190). 

208. Siccome la parabola è toccata dalla retta all’infinito, ep- 
perè il punto di contatto è il polo di questa retta (N*" 188), così 
tutt’i diametri della parabola sono fra loro paralleli (diretti al punto 
all’infinito); e viceversa ogni retta, la quale seghi la parabola al- 
l’infinito, è un diametro. 

209. Se S è un punto qualunque dal quale si possano condurre 
due tangenti a, a' alla conica (fig. 161*), la corda di contatto AA, 
ossia la polare di S, sarà bisecata in R dal diametro passante per 
S ; giacché S ed il punto all’infinito di AA sono punti reciproci. 
So il diametro sega la curva in M, M\ le tangenti in questi punti 
sono parallele ad AA, ed i punti stessi sono separati armonica- 
mente mediante il polo <8 o la polare AA (N® 186). 

Dunque, se la conica è una parabola (fig. 162*), nel qual caso 
il punto M va all’infinito, il punto M sarà il punto di mezzo del 
segmento SR, vale a dire: 

La retta che dal punto di mezzo di una corda della 
parabola va al polo di questa corda è divisa per metà 
dalla curva (^). 

210. Qualora la conica non sia una parabola, la retta all’in- 
finito non è più una tangente della curva, epperò il polo di quella 
retta , ossia il punto di concorso de’ diametri , è un ponto a di- 
stanza finita. Siccome due punti della conica allineati col polo sono 
sempre separati armonicamente per mezzo del polo e della polare 
(N® 186), così se la polare è all’infinito, il polo è il punto di mezzo 
fra i due punti della curva. Dunque ogni corda della conica passante 
pel polo della retta all’infinito è divisa per metà in questo punto. 

A cagiono di questa proprietà, al polo della retta all’ infinito, 
ossia al punto di concorso dei diametri, si dà il nome di centro 
della conica. 


P) Apollonio, l. c., I, 3o. 
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Applicando al centro ed alla retta aH’infinito le proprietà gene- 
rali del polo e della polare (N“ 186, 187), aTremo (fig. 163*): 

Se J, A' sono due punti della conica allineati col centro, le 
tangenti in A, A' sono parallele ; 

Se AA', BB' sono due coppie di ])unti della conica allineati col 
centro, le rette AB, A'B sono parallele, c sono pur parallele le 
AB', A'B, cioè ABA'B' è un parallelogrammo. 

Se a, a! sono due tangenti parallele, la loro corda di contatto 
e la retta che divido per metà la striscia aa' passano pel centro; 

Se aa,hb' sono due coppie di tangenti parallele, la retta che 
congiunge i punti ab,a'b' e la retta che congiiinge i punti ab',a'b 
passano pel centro; vale a dire, se aba'b' è un parallelogrammo 
circoscritto, le diagonali si segano nel centro. 

211 . Se la conica 6 un'iperbole, la rotta aU’infinito sega la curva; 
epperò (N* 188) il centro è un punto esterno, nel quale concor- 
rono le tangenti ne’ punti aH’infinito, ossia gli assintoti (fig. 170*). 

Se la conica è un’ellisse, la retta all’ infinito non incontra la 
curva, epperò il centro è un punto interno (fig. 163*, 164*). 

212. Due diametri della conica (ellisse od iperbole (^)) diconsi 
conjugati se sono rette reciproche, cioè se l’puo passa pel polo 
dell’altro, epperò l’altro passi iiel polo del primo (N° 189). Siccome 
il polo di un diametro è il punto all’infinito delle corde da questo 
bisecate, così ne segue che, dato un diametro b (fig. 164*), il suo 
diametro conjugato b' è parallelo alle corde bisecate da b, e vice- 
versa b' divide per metà lo corde parallele a b (®). 

Due diametri conjugati e la retta all’infinito sono i lati di un 
triangolo con,iugato 192), de’ cui vertici uno è il centro, gli 
altri sono all’infinito. 

Siccome in un triangolo conjngato, due lati segano la curva e 
il terzo non la sega (N* 195), e sic.come la retta all’infinito è se- 
gante per l’iperbole, ma non già per l’ellisse, così di due diametri 
conjugati deU’iperbole ve n’ha sempre uno (o uno solo) che sega 
la curva; mentre l’ellisse è segata da tiitt’i suoi diametri. 

213. Dati cinque |iunti ABCflE di una conica, trovarne il centro. 

Non si ha che a ripetere la costruzione data al N" 191, h) a destra, nella 

(') Nrlla parabola non d sono ooppip di diametri conjugati, pcrcbb avendosi un punto 
ali'infIniUi invece del centro, il diametro parallelo alle corde bisecate da un diametro 
dato coincide sempre colla retta all’inflnito. (’j Apollonio, l. c., Il, 30. 
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quale si supponga la reità s airinfmilo. Vaie a dire: si irovi il punlo C ove 
la conica è incontrala di nuovo dalla parallela ad AB condotta per C, cd 
il punlo D' ove la conica è incontrala di nuovo dalla parallela ad AC con- 
dona per B‘y la rella u che unisce i punii di concorso de’ lati opposti del 
quadrangolo ACBC e la rella v che unisce i punii di concorso de’ lati op- 
posti del quadrangolo ABCB' si segheranno nel punto cercalo 0: il polo 
della reità airinfinilo, ossia il centro della conica. 

Le rette u, v sono i diametri risp. conjugati ad AB, AC; conducendo per 
0 la u parallela ad AB, e la v parallela ad AC ^ saranno un e vv due 
coppie di diametri conjugati. 

Se la conica ò data por mezzo di cinque langeuli, si vedrà più innanzi 
(N® 229) come se ne trovi il centro. 

214. Quattro tangenti di una conica formano un quadrilatero 
completo, le cui diagonali sono i lati di un triangolo conjugato 
(N® 194). Supponiamo che lo quattro tangenti siano a due a due 
parallele (fig. 16H‘); una diagonale sarà airiufinito ; perciò le altre • 
due sono diametri conjugati (N® 212); dunque: 

In ogni parallelogrammo circoscritto ad una conica, 
le diagònali sono due diametri conjugati. 

I punti di contatto delle quattro tangenti formano un quadran- 
golo completo, i cui punti diagonali sono i vertici dello stesso 
triangolo conjugato dianzi accennato (N® 132, 194). Per questo 
quadrangolo un punto diagonale è il centro, e gli altri due sono 
all’inlinito ; cioè i sei lati del quadrangolo sono i lati o le diago- 
nali di un parallelogrammo inscritto ; i lati sono a due a due pa- 
ralleli allo diagonali del parallelogrammo circoscritto ; e le diago- 
nali si segano nel centro. 

215. Viceversa, se iinaginiamo (fig. 163*) un parallelogrammo 
inscritto qualunque ABA'B, e lo consideriamo come un quadran- 
golo completo, siccome i suoi tre punti diagonali devono essere i 
vertici di un triangolo conjugato, co.sì run d’essi sarà il centro 
della conica e gli altri due saranno i punti alVinfinito di due dia- 
metri conjugati; dunque: 

In ogni parallelogrammo inscritto in una conica, i 
lati sono paralleli a due diametri conjugati e le diago- 
nali si segano nel contro. Ossia: 

Due corde congiungenti un punto variabile A della 
conica ai termini di un diametro dato BB sono sempre 
parallele a due diametri conjugati. 


216. Dal teorema del N® 214 si deduce tosto: 

Due tangenti parallele (a, a') sono incontrate da due diametri 
conjugati in quattro punti che uniti dànno due altre tangenti pa- 
rallele (6, fe'). 

Se dai termini (A, A') di un diametro si conducono rette pa- 
rallele a due diametri conjugati, queste concorrono in due punti 
della curva, che uniti dànno un altro diametro. 

Date due tangenti parallele a, a', i cui punti di contatto siano 
Af A'f ed una terza tangente 6, se da si conduce la parallela 
al diametro che passa pel punto a'b, e da A' la parallela al dia- 
metro che passa pel punto ab, quelle duo rette concorreranno nel 
punto B, ove b tocca la conica. 

Date due tangenti parallelo a, a', i loro punti di contatto A, A' 
ed un altro punto B della conica , la tangente in B segherà a in 
.un punto situato nel diametro parallelo ad yl'B, ed a' in un punto 
situato nel diametro parallelo ad AB. 

217. Suppongasi ora che la conica sia un cerchio (fig. 165‘), 
cioè sia il luogo del vertice di un angolo retto AMB i cui lati 
AMj BM ruotino intorno a due punti fissi A^ B. Questi lati mo- 
bili generano duo fasci uguali, opperò projettivi; dunque la tan- 
gente in A sarà quel raggio del primo fascio che corrisponde al 
raggio BA del secondo (N® 107). La tangente in A deve dunque 
fare con BA un angolo retto ; e similmente la tangente in B sarà 
perpendicolare ad AB. DaU’ossere lo tangenti in i e .D retto pa- 
rallele, segue che AB è un diametro e che il punto 0, mezzo di 
AB, è il centro della conica (N® 210). 

Poiché AB è un diametro, le rette AM, BM avranno, per ogni 
posizione di M, la direzione di due diametri conjugati (N® 215); 
dunque due diametri conjugati del cerchio sono sempre 
fra loro perpendicolari. 

Le diagonali d’ogni parallelogrammo circoscritto al cerchio, do- 
vendo essere due diametri conjugati, si segheranno ad angolo retto; 
dunque ogni parallelogrammo circoscritto al cerchio è un 
rombo. In un rombo la distanza di due lati opposti è uguale alla 
distanza degli altri due lati ; perciò se nel comporre il rombo cir- 
coscritto, teniamo fissi due lati opposti, o facciamo variare gli altri ^ 
due, potremo concludere che la distanza di due tangenti parallele' 
è costante. La distanza di due tangqgtLj^allele è la ret^ che ne 
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unisce i punti di contatto, giacché questa retta , che è un diametro, 
sega ad angolo retto il diametro coujugato e le tangenti parallele 
a questo; dunque: tutt’i diametri sono uguali. 

Le diagonali d’ogni parallelogrammo inscritto sono diametri; ma 
i diametri sono tutti uguali; dunque tutt’i parallelogrammi 
inscritti sono rettangoli. 

218 . Qualunque sia la conica (fig. 161*), se s è una retta ar- 
bitraria il cui polo sia S, le corde parallele ad s saranno bisecate 
dal diametro passante per S; giacché essendo S ed il punto al- 
l’infinito di s punti reciproci , la polare del secondo punto deve pas- 
sare pel primo. Possiamo anche dire : 

Il diametro conjugato a quello che passa per un dato 
punto è parallelo alla polare di questo punto. 

a) So il diametro per S sega la conica in due punti M, M", 
questi saranno separati armonicamente mediante il polo S e la po- 
lare s (‘); dunque, detto 0 il punto di mezzo di MM', ossia il 
centro della conica, ed i? il punto in cui cotesto diametro sega 
la polare s, avremo (N° 55, b): 

os.or=^óm' 

h) Di qui segue una costruzione del semidiametro conjugato alla 
corda A A' di una conica, della quale siano dati altri tre punti. 
Si trovi il centro 0 (N° 213) e si congiunga al punto di mezzo B 
di AA'\ si costruisca la tangente in .4, la quale incontri OR in 
S e si prenda OM media proporzionale fra OR, OS; sarfl 03f il 
semidiametro cercato. 

Se 0 si trova fra R ed S, sicché OR, OS siano di segni op- 
posti , il diametro OR non incontra la curva. Ma anche in tal caso, 
la lunghezza OM, media proporzionale fra OR, OS, si denomina 
grandezza del semidiametro conjugato alla corda AA'. 

Uu’analog-a definizione si pub dare per una retta qualsivoglia 
(N» 223). 

f) Se la conica è un cerchio, a cagione dell’ortogonalità de’ dia- 
metri conjugati (N“ 217), avremo: 

La polare di un punto qualunque rispetto al cerchio 
é perpendicolare al diametro che passa pel polo. 

('} Amiomo, l. e., I, 34, 36, II. 29 , 30. 
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319. Da> quest’altima proprieU si pu6 cavare un importantissimo 

teorema. Si considerino i punti di una retta punteg- 

giata s come poli (fig. 16C*); i diametri 0(A, B, C,„.) che li pro- 
jettauo dal centro 0 della conica formeranno un fascio prospettivo 
alla punteggiata. Un altro fascio è costituito dalle rette a, b, c, ... 
polari di A, B, 6',..., giacché queste (N“ 190) passano tutte per 
uno stesso punto S, che è il polo di s; e siccome, per l’anzidetta pro- 
prietà (supposta la conica essere un cerchio), le rette 0 {A, B, C , ...) 
sono ordinatamente perpendicolari alle a, b, c , ... , così i due fasci 
sono uguali. Ne segue che la punteggiata dei poli ABC... è pro- 
jettiva al fascio delle polari abc.... 

Questa conclusione non ò vera soltanto pel cerchio, ma eziandio 
per tutte le coniche. Infatti , una conica data qualsivoglia può sem- 
pre essere considerata come projezione di un cerchio (N‘ 113, 114); 
nella projezione lo forme armoniche corrispondono a forme armo- 
niche (N° 43), opperò ad un punto ed alla sua polare rispetto 
alla conica corrisponderanno un punto e la sua polare rispetto al 
cerchio, o viceversa. Ad una punteggiata di poli ed al fascio delle 
polari rispetto alla conica corrisponderanno una punteggiata di poli 
ed il fascio delle polari rispetto al cerchio; ma questa punteggiata 
e questo fascio sono progettivi; dunque: 

La punteggiata costituita da un numero qualunque di 
poli in linea retta ed il fascio delle rette polari, rispetto 
ad una conica data, sono due forme projettive ('). 

320 . Siano A. Ìì, C ... punti di una retta s (fig. 167*); a, b, c ... 
le loro polari, le quali sono rette incrociato in un punto fisso S, 
polo di .s; e siano A', B, C, ... i punti in cui s ò incontrata dallo 
a,b,c,.... Siccome A ed A' sono punti reciproci, così la polare 
di A' passerà per A, e precisamente essa sarà la retta SA, giac- 
ché S è reciproco ad ogni punto di s. Il fascio abc ... ò (N* 220) 
projettivo alla punteggiata ABC... e prospettivo alla punteggiata 
A'B'C...] dunque, queste duo punteggiate sono projettive. Ma in 
questo due punteggiate, due punti come A, A' si corrispondono in 
doppio modo; infatti, se consideriamo A' come punto della prima 
punteggiata, la sua polare (che è SA) sega la retta s nel punto A. 
Dunque (N“ 93) le coppie di punti reciproci AA’ . BB . CC ... 


(') Morniis, I. c., p. 4i3. 
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sono in involuzione (i). Se Tinvoluzione ha due punti doppi , uno 
de’ quali sia Jlf , sarà M un punto reciproco a sè stesso, vale a 
dire un punto tale che la sua polare passi pel polo stesso; dunque 
iWsarà (N' 188) un punto della curva, ed SM sarà la tangente 
in esso punto. 

Anche le coppie di retto aa' . hh ' . cc' , polari dei punti 
AA' . BB . CO costituiscono un’involuzione, sia in virtù del 
teorema del N*» 219, sia perchè quelle rette nascono dal projettare 
questi punti da S\ dunque 0: 

Una retta data ad arbitrio (che non sia tangente alla co- 
nica) contiene infinite coppie di punti reciproci, le quali 
costituiscono un’involuzione. Se la retta sega la conica, le 
due intersezioni sono i punti doppi deU’involuzione. Il punto cen- 
trale dell’involuzione è situato nel diametro che passa pel polo della 
retta data 218). 

Per un punto arbitrario (che non sia situato nella conica) 
passano infinite coppie di rette reciproche, le quali co- 
stituiscono un’involuzione. 

Se il punto è esterno alla curva, lo tangenti che passano per 
esso sono i raggi doppi dell’ involuzione; cioè (N® 96, a): Due 
tangenti e due rette reciproche uscenti da uno stesso 
punto formano un fascio armonico. 

Se il punto dato è all’infinito, si ha uiMnvoluzione di rette pa- 
rallele, reciproche a due a due, il raggio centralMella quale è un 
diametro della curva (N® 99). 

221. Sia ABCD un quadrangolo semplice, inscritto nella conica (fìg. i68*); 
F Tintersezione delle sue diagonali AC, BD\ ed E , G i punti di concorso 
delle coppie di lati opposti ; cosi che i Ire punti E, F, G saranno a due a due 
reciproci (N° i93). Da un punto qualunque I della EG conducansi le tangenti 
IP, IQ alla conica, e inoltre si projellino i vertici del quadrangolo. Le due 
tangenti sono separate armonicamente mediante le lE, IF, perchè queste 
rette, essendo F il polo di lE, sono reciproche (N‘‘220). Le lE, /F formano 
un gruppo armonico anche colle lA, IC, giacché la diagonale AG del quadri- 
latero completo formalo dalle rette AB, BC,CD, DA è divisa armonicamente 
dalle altre due diagonali BD, EG, e i quattro raggi accennali sono appunto 

(’) Si suppone che s non sia una tangente della conica. Se fosse una tangente, presi 
ad arbitrio in essa i punti ABC..., i punti A'B'C' ... coinciderebbero tutti nel punto 
di contatto S. 

(•) Desargoes, /. C., p. 192-3. 

10 CiEMONA, Elem. di Geom. projett. 


I 46 

Rimili che da F projeltano i quattro punti armonici di AC. Per la medesima 
ragione le ÌE, IF separano armonicamente le Ili, IO. Le due tangenti, le 
lA, IC e le /fi, ID sono pertanto tre coppie di rette conjngalc in una stessa 
involuzione, i cui raggi doppi sono lE, IF (N " 9(5, a). Ossia : 

Se un quadrangolo è inscritto in una conica, c se da un punto della reUa 
che unisce i punti di concorso delle coppie di lati opposti si tirano le tan- 
genti alla curva e si projettano le due coppie di vertici opposti, si lianuo 
tre coppie di rette conjugate in involuzione. 

o) In virtù del teorema correlativo a quello di Desargues (N» 143, a de- 
stra) si può inscrivere nel quadrilatero ABCD una conica che tocchi le due 
rette IP, IQ. 

b) Il teorema correlativo a quello ora dimostralo si enuncia cosi ; 

Se un quadrilatero (semplice) ABCD è circoscritto ad una conica (fìg. 1G9'), 
e se pel punto F comune alle diagonali si conduce ad arbitrio una trasver- 
sale, questa incontra la curva e le due coppie di lati opposti AB e CD, 
BC e AD in tre coppie di punti conjugati in involuzione. 

c) In virtù del teorema di Desargues (N“ 143, a sinistra), pei due punti 
comuni alla conica data ed alla trasversale, e pei quattro vertici del quadri- 
latero si può far passare una conica (t). 

222. La teoria de’ punti reciproci dà una soluzione del problema; tro- 
vare le intersezioni della conica individuala da cinque punti o da cinque 
tangenti con una retta data s. 

Presi in i due punti U, V, se ne costruiscano le polari ii, v (N“ 191), le 
quali incontrino » in IT, V’. Se l'involuzione determinala dalie coppie di 
punti reciproci UIF, VT' ha due punti doppi ,W, .V, queste saranno (N* 220) 
le cercate intersezioni della conica con $ (^l. 

Correlativamente si risolve il problema ; da un punto dato S condurre le 
tangenti alla conica individuata da cinque langcnli o da cinque punti. 

223. Siano AA' due punti reciproci, situali nella retta data s\ ed 0 il 
punto in cui s sega il diametro passante pel polo S (il diametro che taglia 
per metà le corde parallele ad j); sarà 0 il pnnlo cenlrale dell’involu- 
zione rormala in « dalle coppie di punti reciproci, epperó 0.1 . Od’ = cosi.* 
(N“ 9t5). Se s taglia la conica in due punti M, .V, questi sono gli elementi 
doppi dell’involuzione, onde 0.4 . 0.4 ' — — Se la retta s non in- 
contra la curva, il valore coslanle di 0.4 . 0.4' sari negativo (N° 96, b); e in 
questo caso vi sono due punti conjugati dell’ involuzione, 11,11', ossia due 
punti reciproci rispetto alla conica, pei quali 0 è il pnnlo di mezzo; cosi 
che OA .DA' — OH .OH’ — — 07?* ~ — D/T*. Il segmento UH' dicesi al- 
lora corda ideale della conica (3); mentre nel primo caso MS era una 
corda reale. Dietro questa definizione, si può dire che un diametro con- 

(’) CnASLiJs, .SccWoN.s cmiques, N' 122 e 12^'. 

(•) Staudt, Geometrit dei- l.iige, V ao.’i, 

(’) PoscEitT, l. C; p. 29. 


Digitized by Google 



U7 

tiene i punti di mezzo di tutte le cordo reali ed ideali, parallele al diametro 
conjugalo. 

Se due coniche hanno comune una curda reale MS, ciò significa che l'una 
e l’ahra passano pei punti M, S. Invece, se si dicesse che le due coniche 
hanno comune una corda ideale HH', ciò varrebbe a dire che H ed H' sono 
punti reciproci rispetto ad entrambe le coniche, e che pel punto di mezzo 
della HH' passano ì diametri delle due coniche che contengono i poli della 
HH medesima. 

224. Un fascio di raggi in involuzione possiede in generale 
(N* 1G3) una coppia di rette conjugate ortogonali; dunque: 

Per un punto dato ad arbitrio si può sempre condurre 
una coppia di rette reciproche ortogonali, che sono le 
bissettrici degli angoli delle tangenti che escono dal 
punto dato, se questo è esterno alla conica. 

225. Invece del punto arbitrario S, prendiamo ora il centro 0 
della conica (iperbole od ellisse) ; due rette reciproche saranno due 
diametri conjugati; dunque (N“ 220): 

Le coppie di diametri conjugati formano un’involu- 
zione. So la conica è un’iperbole, l’involuzione ha per raggi doppi 
gli assiutoti; vale a dire, due diametri conjugati dell’ iper- 
bole sono sempre separati armonicamente mediante gli 
assintoti (i). Se la conica è un’ellisse, l’involuzione non ha 
raggi doppi. 

Considerando in un’involuzione duo coppie di elementi conjugati, 
secondochè l’una coppia sia separata o no mediante l'altra coppia, 
rinvoluzione manca o è dotata di elementi doppi (N" 98, a); dunque: 

Di due coppie di diametri conjugati dell’ellisse, l’una 
aa' è sempre separata mediante l’altra Ih' (lig. 164*); 

Di due coppie di diametri conjugati dell’iperbole, Tuna 
aa' non è mai separata mediante l’altra hb' (fig. 170*). 

226. L’involuzione de’ diametri conjugati avrà 224) una 
coppia di diametri conjugati rettangolari. Se ve ne fosse una se- 
conda coppia, .qualunque diametro sareblie perpendicolare al suo 
copjugato (N° 163), e in tal caso facendo muovere sulla curva il 
vertice di un angolo i cui lati passino per gli estremi fissi di un 
diametro, quell'angolo sarebbe costantemente retto (N" 21 ó), epperò 
la conica sarebbe un cerchio. 


(') DiiAniRE, l. c., Il, 13, cor. i. 
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a) Dunque ogni conica, che non sia una parabola, nè un cerchio, 
ha una ed una sola coppia di diametri coujugati rettangolari. A 
questi due diametri aa’ (fig. 164* e 170*) si dà il nome di assi. 
NeH’iperbole gli assi ad sono (N*» 225 ; 52) lo bissettrici degli an- 
goli degli assintoti m, n (fig. 170*). 

5) Considerando un asse come un diametro che divida per metà 
le corde ad esso perpendicolari, anche la parabola possiede un asse. 
Infatti, le corde perpendicolari alla direziono comuuo di tutt’i dia- 
metri, essendo fra loro parallele, hanno i loro punti di mezzo in 
una retta (N'" 206), che è l’asse a della parabola (fig. 162*). 

227 . Siano dati cinque punti di una conica; si potrà, com'è dello nel 
'N® 213, costruirne il centro 0 e due paja di di.amelri conjugali ««', w'. Se 
runa di queste coppie è separata mediante l’altra, la conica, sarà un’ellisse, 
nel caso opposto un’iperbole (N° 225). In questo .«ecoudo caso, costruendo 
i raggi doppi dell’ involuzione determinala dalle coppie uu\ vv\ questi sa- 
ranno gli assintoti della curva. Nell’un caso e nell’iillro, costruendo (N“1G3) 
i raggi coniugati ortogonali dell’ involuzione meiìesiina , questi saranno gli 
assi delia conica. 

Si può anche trovare la direzione degli assi, senza costruire prima il centro 
e le coppie di diametri conjugali {*). A tale uopo si descriva il cerchio ABC c 
si costruisca (N" 175, a) il quarto punto C d’intersezione del medesimo colla 
conica individuata dai cinque punti dati ABCFG (fig. 145*). Una trasversale 
arbitraria segherà le due curve e le coppie di lati opposti. del quadrangolo 
inscritto comune ABCC in punti accoppiati in involuzione (N" 143). I punii 
doppi P, Q di quest’involuzione, se esistono, saranno reciproci (N> 06, o, 220) 
rispetto all’una e aH’allra curva, cioè comporranno la coppia comune (N" 164) 
alle due involuzioni costituite sulla trasversale dai punti reciproci relativi al 
cerchio e dai punti reciproci relativi alla conica (N" 220). Si imagini assunta 
per trasversale la retta aU’infìnito; siccome questa non taglia il cerchio, cosi 
almeno una delle predette due involuzioni è priva di punti doppi, e per con- 
seguenza (N“ 164) i punti P, Q esistono realmente. Questi punti essendo al- 
l’infinito e reciproci rispetto ad entrambe le curve, saranno (X< 206, 212) 
i poli di due diametri conjugali del cerchio e anche di due diametri conju- 
gali della conica; ma i diametri conjugali di un cerchio sono ortogonali 
(N‘‘ 217), dunque P, Q sono i poli degli assi della conica. Gli stessi punti 
P, Q sono anche separali armonicamente mediante ciascuna coppia di lati 
opposti del quadrangolo ABCC \ ne segue che P, Q sono i punti airinfinilft 
delle bissettrici degli angoli di ciascuna coppia di lati opposti (N° 52). Di 
qui si vede che per ottenere le cercate direzioni degli assi, basta condurre 

(*) PONCELET, /. C., N® 394. 
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le bissettrici di una coppia di lati opposti del quadrangolo ABCC\ per esempio 
della coppia --1/?, CC' (fig. 145“). , ^ 

228 . Abbiasi im quadrilatero completo qrst ed un punto qual- 
sivoglia S (fig. 138“). S’è giil veduto (N® 145, a destra) che nel- 
r involuzione determinata dalle coppie aa\hì) di raggi che da 8 
projettano due coppie di vertici opposti , sono conjugate le tangenti 
condotte da S a qualsivoglia conica inscritta nel quadrilatero. Sup- 
poniamo che riuvoluzione abbia due raggi doppi m, n ; questi se- 
pareranno armonicamente quella coppia di tangenti (N® 96, a), 
epperò saranno essi fN® 220) rette reciproche rispetto alla conica. 
Dunque (N® 170, a destra): 

Se i)er un punto dato passano due coniche inscritte in un dato 
quadrilatero, le loro tangenti in quel punto sono rette reciproche 
rispetto a tutte le coniche inscritte nel quadrilatero medesimo. 

Invece di assumere ad arbitrio il punto possiamo supporre 
data la retta m ; se questa retta non passa per alcuno de’ vertici 
del quadrilatero, esisteril una (ed una sola) conica tangente alle 
cinque rette mqrst (^’® 116, h). Sia S H punto in cui questa co- 
nica tocca m ; per S passerà un’altra conica inscritta nel quadrila- 
tero, la cui tangente in S s’indichi con n. Le rette m, n saranno 
adunque reciproche rispetto a tutte le coniche inscritte nel qua- 
drilatero, vale a dire (N® 189): 

I poli di una retta arbitraria m rispetto a tutto le co- 
niche inscritte in uno stesso quadrilatero sono situati 
in un’altra retta n, 

a) Siccome le m, n sono i raggi doppi dell’ involuzione nella 
quale sono conjugati i raggi aa’ condotti da S a due vertici op- 
posti, così: 

Le rette m, n dividono armonicamente ciascuna diagonale del 
quadrilatero. 

h) Le proposizioni correlative sono: 

Se una retta data tocca due coniche circoscritte ad un dato qua- 
drangolo, i due punti di contatto sono reciproci rispetto a tutte le 
coniche circoscritte al quadrangolo medesimo. 

Le retto polari di un dato punto M, rispetto a tutte le coniche cir- 
coscritte ad uno stesso quadrangolo, concorrono in un punto fisso N. 

I due punti M, N separano armonicamente ciascuna coppia di 
lati opposti del quadrangolo completo. 
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c) Nel primo teorema si supponga essere m la retta alVinfinito, 
i poli di m saranno i centri delle coniche (N° 210); dunque: 

I centri di tutte le coniche inscritte in uno stesso qua- 
drilatero sono in una retta (fig. 171*), che divide por 
metà le diagonali del quadrilatero 0). 

d) Anche nel secondo teorema (h) supponiamo essere il punto M 
airinfìnito; le polari di ilf saranno (N® 206) i diametri conjugati 
a quelli il cui punto airinfinito ò Af; dunque: 

I diametri di tutto le coniche circoscritte ad un quadrangolo 
fìsso, conjugati ad un diametro di direzione data, concorrono in un 
punto fìsso. 

229 . Il teorema di Newton (N® 228, c) dà un mezzo semplice per trovare 
il centro di una conica data per mezzo di cinque tangenti abcde (fìg. 172°). 

Lo quattro tangenti abcd formano un quadrilatero, del quale si divideranno 
le diagonali per. metà. Operando similmente sul quadrilatero abee^ le due 
bisecanti concorreranno in un punto 0, die sarà il centro cercalo. 

Le cinque tangenti, prese a quattro a quattro, danno cinque quadrilateri; 
le cinque bisecanti delle diagonali passeranno adunque tulle pel centro 0 
della conica inscritta nel pentagono abcde. 

Lo stesso teorema serve a determinare la direzione dei diametri della pa- 
rabola data per mezzo di quattro tangenti abcd. Infatti, il punto allMnlìnito 
della retta che contiene i punti di mezzo delle diagonali del quadrilatero abcd 
sarà il polo della retta airinfinito rispetto ad una conica inscritta nel quadri- 
latero medesimo (N° 228), cioè sarà il punto airinfinìlo delia parabola in- 
scritta. Dunque la della bisecante è essa medesima un diametro della para- 
bola (fig. 171*). 

S 22. Figure polari reciproche. 

230. S’è già veduto (N** 190) che, data una conica fondamen- 
tale K, se un polo variabile descrive una rotta, la polare ruota 
intorno ad un punto determinato ; e viceversa, so una retta, consi- 
derata come polare, si muove passando per un punto fisso, il polo 
percorre una retta determinata. 

Considero ora come polari tutto le tangenti di una data curva 
C; ossia imagino che la retta polare si muova inviluppando la 
curva data. Il polo si innoverà descrivendo un’altra linea, che s’in- 
dicherà con C'- 1 punti di C' sono adunque i poli delle tangenti di C- 

(’) Nkwton , l. c., lib. 1 , lemma 2o, cor. 3. 
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Viceversa, dico che i punti di C sono i poli delle tangenti di C. 
Infatti, siano Hr,N' due punti di C' (lìg- 173*); le loro polari 
tn, n saranno due tangenti di C; ed il punto mn sarà il polo della 
corda M'N' (N“ 190). Suppongo che il punto N' si vada sempre 
piu avvicinando ad M' ; la corda M'N' si avvicinerà alla posizione 
della tangente di C' in M' ; la retta » si accosterà sempre più alia 
posizione di m, ed il punto mn tenderà verso il punto ove m tocca C. 
Quando la distanza M'N' sia divenuta evanescente, si avrà che la 
tangente di C' in M' è la polare del punto di contatto fra m e C- 
Dunque, come le tangenti di C sono le polari dei punti di C', cosi 
le tangenti di C sono le polari dei punti di C; se una retta m 
tocca C in M, il polo M' di m è un punto di C e la polare m' 
’ di M è tangente a C' in M'. 

Le due curve C,C', ciascuna delle quali è simultaneamente il 
luogo dei poli delle tangenti dell’altra e l'inviluppo delle polari 
dei punti deH’altra, diconsi polari reciproche ('). 

231. Una retta qualunque r incontri una delle due curve reci- 

proche in tj. punti ; le polari di (juesti punti sono altrettante tan- 
genti dell’altra curva , uscenti dal polo R' di r. La seconda curva 
è dunque toccata da tante rette uscenti da un dato punto i?', quante 
sono le intersezioni della prima colla retta r, polare di R'; o 
viceversa. • 

232. Suppongo ora che C sia una conica; a e b siano due sue 
tangenti, che da tutte le altre tangenti c,d,e,... saranno in- 
contrate in punti corrispondenti di due punteggiate proiettive 
(N° 113, b). Vale a dire, considero C come inviluppo delle rette 
c, d, e , ... che uniscono i punti corrispondenti di due punteggiate 
proiettive « e 6 (N” IH, b). 

La curva C' conterrà i poli A', F, C, D', E,.., delle tangenti 
a, b, c, d, e, ... di C- Le rette A'{C . D' . E' ...) saranno le polari 
dei punti a{c.d.e ...) e formeranno un fascio proiettivo alla pun- 
teggiata a dei poh ; o così pure le rette F {C . F . E ... ) sa^ 
ranno le polari dei punti b{c.d.e...) e formeranno un fascio pro- 
iettivo alla punteggiata b dei poli (Js” 219). Ma le due punteggiate 
a{c.d.c...),b{c.d .e...) sono proiettive; sono adunque proiettivi 
anche i fasci A' (C .F .E ...) , F{C . F . E...). Donde segue che 


(*) Po.fcetrT, l. c., N” 232. 
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C è il luogo dei punti comuni ai raggi corrispondenti di due fasci 
projettivi; ossia (N® 114, «): 

La curva polare reciproca di una conica ò un’altra 
conica (1). 

233. Lata la conica fondamentale K, ed un’altra conica C, 
della quale si voglia determinare la polare reciproca 0', si può do- 
mandare se C sarà un’ellisse, un’iperbole o una parabola. La retta 
all’infinito è la polare del centro 0 di K; perciò i punti all’infi- 
nito di C corrisponderanno alle tangenti di C uscenti da 0. Segue 
da ciò che la conica C sarà un’ellisse o un’ iperbole, secondo che 
il punto 0 sia interno od esterno alla conica C; sarà una parabola, 
se 0 è un punto di C 

Se .4 è il polo di una retta a rispetto a C, e se n, A sono la polare 
di A ed il polo di a rispetto a K , sarà A il polo di a rispetto a C', 
perchè ad un gruppo armonico di quattro poli corrisponde un gruppo 
armonico di quattro polari (N** 219), c moversa. Dunque il centro 
M' di C' sarà il polo relativo a K di quella retta m che, rispetto 
a C, è la polare di 0. Due diametri conjugati di 0/ corrisponde- 
ranno a due punti di m, reciproci rispetto a C, ecc., ecc. 

234. Nel piano della conica fondamentale sia data una figura 
(N® 1) 0 complesso qualsivoglia di punti, rette e curve; di ogni 
punto si costtuisca la retta polare, di ogni retta il polo, di ogni 
curva la curva polare reciproca. Si ottiene così una nuova figura ; 
e le due figure diconsi polari reciproche, perchè ciascuna di 
esse contiene i poli delle rette dell’altra, le polari dei punti del- 
l’altra, le curve polari delle curve deH’altra. 

Due figure polari reciproche sono figure correlativo, secondo 
il principio di dualità nella geometria piana (N® 27) ; giacché ad 
ogni punto dell’una corrisponde una retta nell’altra, ad ogni pun- 
teggiata della prima un fascio nella seconda. Di più, esse giac- 
ciono in uno stesso piano e vi hanno una determinata giacitura 
scambievole, essendo ogni punto dcH’una e la retta corrispondente 
dell’altra collegato fra loro dalla condizione di dover essere polo 
e polare rispetto ad una conica fissa. Invece due figure correlative, 
concepite col solo uso del principio di dualità, non hanno fra loro 
alcun vincolo di posizione l’una rispetto all’altra (2). 


(’) PoNCKUF.T, /. c., N* (*• Stkinkh, /. c., |). VII della prefasione. 
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235. Di (ine figurn polari reciproche, se l'nna contiene una pun- 
teggiata (di poli), l’altra contiene nn fascio (delle polari); e queste 
due forme corrispondenti sono projettive (N° 219). Perciò, se i 
punti della punteggiata sono accoppiati in involuzione, anche i 
raggi del fascio corrispondente avranno la medesima proprietà; e 
ai punti doppi della prima involuzione corrisponderanno i raggi 
doppi della seconda (N” 95). Se nell’una figura vi è una conica, 
nell’altra vi sarà del pari una conica (N° 232); ai punti della 
prima conica corrisponderanno lo tangenti della seconda, alle tan- 
genti della prima i punti della seconda; ai poligoni inscritti nel- 
l'una i poligoni circoscritti nell’altra (N” 230). Se la prima figura 
esprime la dimostrazione di un teorema o la soluzione di un pro- 
blema, la seconda esprimerà la dimostrazione del teorema corre- 
lativo 0 la soluzione del problema correlativo : dove lo scambio ha 
luogo fra gli elementi punto e rotta. 

236. Teoivcua. — 1 vvrlici dì due Irìaiigoli coiijugati ad una conica sono 
punii di una seconda conica, e i loro lati sono langenli di una lerrit conica (*|. 

Siano ABC, DBF due triangoli, ciascun de’ (piali sia conjugalo (.N* 192) 
alla conica rondamentale K ((ìg. 114*); cominccrò dal dimostrare che due de’ 
sei lati incontrano gli altri (juallro in due gruppi projeltifì dì quatlro punti. 

Il lato BC inconli'ì DE , DF in Bf , Cf ; ed il lato EF incontri AB, AC 
in Et, Fj. ì punti B, C sono i poli delle rette CA, AB; il punto es- 
sendo comune alle BC, DE ha per polare la congiungente AF de’ loro polì ; 
e cosi pure C^, comune alle BC, DF, ha per polare la AE. Il gruppo, di 
quattro poli BCB^Cf è dunque projcllivo (N” 219) al gruppo delle quatlro 
polari .4(6’, B, F, E); cppcrò è anche projetlivo al gruppo F^E^FE de’ punti 
in cui queste quatlro rette sono segale dalla trasversale EF. Si ha cioè 
(BCB^C,)-{F^EtFE), ossia (N” 56) (B6’B,C,) = (E,F,EF); uguaglianza 
che appunto esprime la projeltività de’ due gruppi di quattro punti in cui 
le BC, EF sono incontrate dalle AB, CA, DE, FD. Queste sei relte, vale a 
dire i sei lati de’ triangoli proposti, sono adunque (N° 114, è) tangenti di una 
medesima conica C. 

I polì dì queste sei rette sono i sci vertici de’ triangoli medesimi; dunque 
(N* 232) i sei vertici sono punti di una stessa conica C, che è la polare 
reciproca di C rispetto alla conica fondamentale K. 

a) Il teorema attuale si pu6 esprimere eziandio dicendo che la conica C, 
tangente a cinque de’ sei lati di due triangoli coniugati ad una data conica K, 
tocca anche il sesto lato ; e la conica determinata da cinque vertici passa 
anche pel sesto. 


(') Stkiner, L c„ p. 308. — CSASISS, /. c., N‘ 215. 
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Donde s'inferiscc che, se una conica C tocca i lati di un triangolo abc 
conjiigalo ad mi'allra conica K, infiniti altri triangoli conjugati a questa 
saranno circoscritti alla prima. Infatti , sia d una tangente qualsivoglia di C; 
dal punto D, polo di d rispetto a K, s’imagini condotta un’altra tangente e 
a C; e sia /■ la polare, rispetto a K, del punto de, cosi che sarà def un 
triangolo conjugalo a K (N 193). Siccome C tocca già cinque lati abede à\ 
due triangoli conjugati u K, cosi toccherà anche il sesto lato f -, c.d.d. Se 
dal punto fisi possono condurre anche due tangenti e,f a K, le quattro 
rMeefe'f formeranno un gruppo armonico, perchè le ef sono reciproche 
rispetto a K (N“ 220); dunque le e'f saranno reciproche rispetto a C. 

11 luogo del punto Z) è la conica C', polare reciproca di C rispetto a K; 
dunque: 

Se una conica C è inscritta in un triangolo conjugato ad un’altra conica 
K, il luogo di un punto dal quale si possa condurre un fascio armonico 
di quattro tangenti alle due coniche è una terza conica C, polare reciproca 
di C rispetto a K. 

b) Correlativamente, possiamo anche dire che, se una conica C passa pei 
vertici di un triangolo conjugato ad un’altra conica K, sarà pur circoscritta 
ad infiniti altri triangoli conjugati alla stessa K; e le rette che segano C' 
e K in due coppie di punti conjugati armonicamente sono tutte tangenti di 
una stessa conica G , polare recìproca di C' rispetto a K. 

237. Considero ima cotiica C e duo triangoli circoscritti OQ'B, 
O'PS (fig. 17Ó*). Lo due Ungenti PS, Q'R' sono incoutj'ate dagli 
altri quattro lati O'P, OQ', OR', OS in duo gruppi corrispondenti 
PQRS, PQ'R'S di due punteggiate proiettivo u, u fN” 113,6). 
Perciò saranno anche proiettivi i gruppi di raggi 0(P,Q, R, S), 
0' (F, Q', R', S') che proiettano quei punti risp. da 0, 0'. Dunque 
i punti P, Q', R', S, dove si segano i raggi corrispondenti, sono si- 
tuati (N° 114, a) iu una conica C', che passa pei centri di proie- 
zione 0, 0' : vale a dire : 

Se dne triangoli sono circoscritti ad una conica, essi 
sono inscritti in un'altra conica. 

Partendo invece dalla considerazione della conica C e de’ trian- 
goli inscritti PQ'B', O'PS, si dimostra affatto analogamente (cor- 
relativamente) il teorema correlativo ed inverso del precedente: 

Se due triangoli sono inscritti in una conica, essi 
sono circoscritti ad un’altra conica (‘). 

a) Di qui segue immediatamente: 

(') Brunchon, l . e., p. 33. -- Steiver, I. c., p. 
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La conica che contiene cinque ver- 
tici di due triangoli circoscritti ad 
un’altra conica passa anche pel sesto. 
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La conica che tocca sei lati di due 
triangoli inscritti in un’altra conica 
tocca anche il sesto. 


Orvero : 

Se due coniche sono tali che si possa inscrivere nel- 
l’una un triangolo che riesca circoscritto all’altra, in- 
- finiti altri triangoli avranno la stessa proprietà (^). 
h) Nella figura abbiamo quattro forme proiettive, cioè lo due 
punteggiate u , u\ che determinano le .tangenti della conica C , e 
i due fasci 0 , 0', che determinano i punti di C' ; il fascio 0 è 
prospettivo alla punteggiata w, e così il fascio 0' è prospettivo 
ad u\ Dunque, se una tangente qualsivoglia di C sega u^u' in 
A\ i raggi OA, OA concorreranno in un punto ilf di C; e 
viceversa , se un punto qualunque M di 0 vien projettato da 0, 0', 
i raggi projettanti incontreranno w, u' in due punti di una 
stessa tangente di C. Dunque: 


Se due lati di un triangolo varia- 
bile girano attorno a due punti 
fissi 0, 0' di una data conica, men- 
tre i vertici opposti corrono su due 
rette fisse ed il terzo vertice 
percorre la conica anzidetta, il terzo 
lato toccherà costantemente una co- 
nica determinata, tangente alle due 
rette m, 


Se due vertici di un triangolo va- 
riabile AA'M corrono su due rette 
tt, m', tangenti ad una conica data, 
mentre i lati opposti ruotano intorno 
a due punti fissi 0' , 0, ed il teno 
lato tocca la conica anzidetta, il terzo 
vertice percorrerà una conica deter- 
minata, che passa pei punti 0, 0'. 


238. Abbiasi un triangolo TBSy i cui lati BSy STy TB (fig. J06*) 
siano incontrati da una . trasversale in A\ H, C ; e le polari di 
questi punti rispetto ad una conica data K (non tracciata nella 
figura), incontri la trasversale medesima ne’ punti A, B, C. Le tre 
coppie di punti reciproci AA, BB\ CC saranno in involuzione 
(N® 220), epperò (N® 103) le congiungenti TA, BB, 6'C concorre- 
ranno in un punto Q, Suppongasi inoltre il punto T reciproco ad 
Ay ed B reciproco a B ; vale a dire, le polari di A, B' (rispetto 
alla conica data) siano TAy BB\ il punto Q comune a queste po- 
lari sarà per conseguenza il polo della trasversale AB. Essendo 
C un punto di questa retta ed inoltre reciproco a C, la sua po- 


(’) PONCEtET , /. C , N* 566. 
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lare sarà QG; ma QC passa per S; dunque anche 8 e C sono 
punti reciproci. Considerando ora il quadrilatero completo formato 
dalla trasversale e dai lati del triangolo TBS, si potrà concludere 
il teorema : . 

Se i termini (Tj A'), {H, B') di due diagonali di un qua- 
drilatero completo formano due coppie di poli reciproci 
rispetto ad una data conica, anche i termini {8, C") 
della terza diagonale sono reciproci rispetto alla mede- 
sima conica C). 

a) Il teorema correlativo potrà servire d’esercizio ai giovani 
studiosi : 

Se due paja di lati opposti di un quadrangolo com- 
pleto sono formate da rette reciproche rispetto ad una 
conica, anche gli altri due lati saranno rette reciproche 
rispetto alla conica medesima. 

l)el resto, per ottenere il quadrangolo completo qui accennato, 
basta prendere la figura polare reciproca del quadrilatero conside- 
rato nel teorema di Hesse, cioò la figura formata dalle polari de’ 
sei punti TA ' , RB . 8C\ 

h) La seguente proposizione ò un corollario del teorema ora di- 
mostrato : 

Due triangoli reciproci rispetto ad una conica sono 
omologici (2). 

Sia ABC un triangolo (fig. 158*); le polari dei vortici, rispetto 
alla conica data, formano un altro triangolo AB'C\ reciproco al 
primo : cioè, reciprocamente, i lati del primo sono le polari dei ver- 
tici del secondo. Sia B il concorso delle CA, C'A' ; ed jP il con- 
corso delle AB, A'B'. I punti B ed E sono reciproci, perchè E 
è situato nella C'A', polare di B\ e così pure sono reciproci C 
ed F. Nel quadrilatero formato dalle rette BC, CA, AB, EF ab- 
biamo dunque due coppie di vertici opposti BE, CF, che sono poli 
reciproci rispetto alla conica data : perciò, la stessa proprietà sarà 
posseduta dagli altri due vertici , cioè dal punto A o dairinterse- 
zione delle retto BC, EF. La polare di A, che è B'C, passa per- 
tanto pel punto 1), comune alle BC, EF\ cioè, ne’ due triangoli 

(’) Messe, De octo punctis intersectionis trium superficìrrum secundi ordinis 
fDisserlatio prò venia legendi, Regiomonti p. 17. 

(*) Chasles, l. c., N® 13o. 
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ABC, A'B'C, le coppie di lati corrispondenti si segano in tre 
punti in linea retta DEF. Ne segue (N“ 13) che lo eonginn- 
genti de' vertici AA, BB', CC concorreranno in un punto 0, polo 
della retta DEF. 

c) Combinando questo teorema con quello del N“ 118, si può 
enunciare la seguente proprietà: 

Se due triangoli sono reciproci rispetto ad una conica K , i sei 
punti nei quali i lati deU’uno segano i lati non corrispondenti del- 
l’altro sono in una conica C : e le sei rette congiungeuti i vertici 
dell'uno ai vertici non corrispondenti dell’altro toccano un’altra co- 
nica C , che è la polare reciproca di C rispetto a K (‘) (N“ 232), 
perchè coteste sei rette sono le polari di que’ sei punti rispetto a K- 

Se dei due triangoli l'uno A'B'C' è inscritto nell’altro ABC, le 
tre coniche coincidono in una sola che è circoscritta al primo ed 
inscritta nel secondo triangolo (N‘ 137, 139). 

d) Dati due triangoli omologici AliC, A'B'C, |iropouiamoci il problema di 
costruire la conica, rispetto alla quale essi sono reciproci. Per ottenere i 
punti in cui questa conica incontra per es. la retta BC, basta osservare che 
essi sono gli elementi doppi dell'involuzione nella quale B è conjugato all’in- 
tersezione di BC con C'A', e C & conjugato alt’inlersezione di BC con A'B' 
(N« 22u). Siccome i punti .4’, B sono i poli delle rette BC, C.4', cosi essi 
punti e l'intersezione di queste rette saranno i vertici di un triangolo conjugato 
(N° 192). Dunque, se cercando le intersezioni della conica colle rette BC,C'A’ 
col processo suesposto, si trovassero due involuzioni senza elementi uniti, 
bisognerà concluderne che la conica non esiste; giacché, quando essa esistesse 
rcaImcrUe, due lati del triangolo conjugato dovrebbero incontrarla (N” 195). 

Il ceniro d’omologia 0 de’ due triangoli dati (fig. I58‘) è il polo dell’asse 
di omologia DEF: e la corrispondenza projettiva (N" 219) fra i punti (poli) 
dell'asse e i raggi (polari) uscenti dal centro d’omologia è determinala 
dalle tre coppie di elementi corrispondenti: D ed AA', E e BB', F e CC'; 
epperb, di qualunque altro punto dell’asse (di qualunque altro raggio per 0) 
si potrà costruire linearmente (N’ 6G) la polare (il polo). 

Il discorso Tallo qui pel punto 0 e per l’asse d’omologia può ora essere 
ripetuto per qualunque vertice dell’un triangolo e per la sua polare, che è 
il corrispondente lato dell’altro triangolo. Infatti, se per es. si considerano 
il vertice A' e il lato BC, la corrispondenza projettiva fra i raggi per A' e 
i punii di BC è determinata dalle tre coppie d’elementi corrispondenti: A'B' 
e C, A'C e B, A'O e D. 

(') Uifo corrispondenti por is. il l.ilo III’ dell’un iriangolp e il lalo B'C" del- 
l’altro che si oppone al polo A' di BC , eee. 
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Ciò premesso, si può costruire linearmente anche la polare di un punto 
qualunque P, o il polo di una retta qualsivoglia p. Infatti, se è dato P, noi 
sappiamo già costruire i poli delle rette PO, PA, PB, PC, PA', ... , i quali 
giaceranno in una retta, che è la cercata polare di P. Se invece è data la 
retta p, le polari del punti in cui essa incontra BC,CA,.„ concorreranno 
in un punto, che è il polo di p. 

Ora si badi che tutte queste determinazioni di poli e polari sono lineari 
(di 1° grado) e indipendenti dalla costruzione della conica fondamentale: la 
quale è invece un problema di 2° grado, perchè si riduce alla ricerca degli 
elementi doppi di un’involuzione. La costruzione dei poli e delle polari è 
dunque sempre possibile, anche quando non esiste la conica fondamentale. 
Vale a dire: i due triangoli omologici proposti individuano una corrÌspon> 
denza reciproca fra i punti e le rette del piano, tale che ad ogni punto cor- 
risponde una retta, ad ogni retta un punto, ai raggi di un fascio i punti 
d’una punteggiata projettiva al fascio, c viceversa. Conveniamo di chiamare 
polo e polare un punto qualunque e la retta che gli corrisponde; e si- 
stema polare cotesto insieme di poli e polari, che possiede tutte le pro- 
prietà di quello che è determinato da una conica fondamentale (N** 188). 

Due triangoli omologici individuano pertanto un sistema polare. Se esiste 
una conica fondamentale, questa è il luogo dei poli situati nelle rispettive 
polari cd è l’inviluppo delle rette passanti pei rispettivi poli. Se non esiste 
conica fondamentale, non vi ha alcun punto situato nella propria polare (1). 

8 23. Ck)rollari e costruzioni. 

239. Rammentisi il teorema del N* 205, e si supponga che i vertici B, C 
del triangolo inscritto ABC siano i punti all’infinito di un’iperbole; allora 

5 sarà il centro della curva, e il teorema darà : 

Se da un punto (i4) dell’iperbole si conducono le parallele agli assintoti, 
queste incontrano un diametro qualunque in due punti reciproci (F,G). Ossia: 

Se per due punti reciproci allineati col centro dell’iperbole 
si tirano le parallele agli assintoti, queste si segano sulla curva. 

Di qui si cava un modo di costruire per punti un’iperbole della quale 
siano dati gli assintoti e un punto M. Sulla retta SM, che congiunge M al 
punto 5 comune agli assintoti, si prenderanno due punti conjugali dell’invo- 
luzione determinata dal punto centrale S e dal punta doppio 3/; cotesti due 
punti sono reciproci rispetto alla conica (N“ 220), epperò conducendo per 
essi le parallele agli assintoti , i due vertici del parallelogrammo risultante 
saranno punti della curva da costruirsi. 

240. In modo analogo si v applichi all’iperbole il teorema del N<> 204, sup- 
ponendo che i lati b, c del triangolo inscritto abe siano gli assintoti: 


(’) Stacdt, /. c., N* 241. 
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Se pei punti in cui gli assintoti dell’iperhole sono segati da una tangente 
qualunque (a) si conducono due parallele (/*, g) in direzione arbitraria, queste 
sono rette reciproche. Ossia: 

Due rette reciproche parallele segano gli assintoti in punti 
situati in una stessa tangente dell’iperbole. 

Di qui si cava una regola per costruire le tangenti di un’iperbole, della 
quale siano dati gli assintoti ò, e ed una tangente in. A quest’uopo basta 
condurre parallelamente ad m due rette conjugale ncU’involuzionc (N° 99) de- 
terminata dal diametro parallelo ad m, come raggio centrale, e da m come 
raggio doppio. Cotesle due rette conjugate sono reciproche rispetto alla co- 
nica, eppcrò, congiungendo i punti in cui esse tagliano gli assintoti, si avrà 
una tangente della curva. 

241 . Siano B c C due punti qualunque d’una parabola, ed A il punto 
ove la curva è incontrata dal diametro che taglia per metà la corda DC. 
Siano F, G due punti reciproci, situati nel diametro, cioè due punti equidi- 
stanti da A (N* ICO); in virtù del teorema del N” 205, le rette BF,CG, 
come pure le rette BG,CF concorreranno sulla curva. 

Di qui si ha una costruzione per punti della parabola circoscritta ad un 
triangolo ABC ed avente per diametro la retta condotta da A al punto di 
mezzo di BC. 

Siano due punti reciproci, presi nella corda BC, cioè due punti 
separati armonicamente per mezzo di BC. Siccome i punti //, II' sono in 
linea retta col polo del diametro che passa per A, cosi, applicando il teorema 
stesso del N' 205, si avrà un punto della parabola neU’incontro della AH col 
diametro per H' (e un altro nell’incontro della AH' col diametro per //). E ciò 
dà un altro modo di costruire la parabola sotto le condizioni dianzi esposte. 

242 . Se nel teorema del N” 204 supponiamo che c sia la retta airinfi- 
nilo, si ha : 

Se a, ò sono due tangenti della parabola, c se per un punto qualunque 
del diametro conjng.ito ad a si conducono due rette reciproche, luna delle 
quali passi pel punto ab, l’altra sarà parallela a b, e viceversa. 

Cosi si ha una maniera di costruire per tangenti la parabola, della quale 
siano date due tangenti a, t, il punto A di contatto di a e la direzione dei 
diametri. Conducasi per A il diametro che incontri t in 0; l’altra tangente t 
per 0 sarà la retta che è separata armonicamente da t mediante il diametro 
OA e la parallela ad o. Tirinsi ora per 0 due rette reciproche, cioè due 
rette h, h' che separino armonicamente t, t'; la parallela ad h' condotta pel 
punto ha e la parallela ad h condotta pel punto h'a saranno tangenti della 
parabola cercata. 

243 . Se nel teorema del N* 204 si suppone che a sia la retta all’ infi- 
nito, b e c due tangenti della parabola, si ha : 

Le rette parallele a due tangenti della parabola , condotte per un punto 
della corda di contatto, sono reciproche. 
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Dunque, applicando lo stesso teorema, si avrà ancora ; 

Se per un punto della corda di contatto di due tangenti b^c 
della parabola si conducono due rette, h parallela a b ùà h' pa- 
rallela a Cy la retta che unisce i punti hc,'h’b sarà una tangente 
della curva (<). 

Di qui un mezzo per costruire le tangenti della parabola determinata da 
due tangenti e dai loro punti di contatto. 

244 . Nel teorema del N® 205 , supponiamo che il triangolo in- 
scritto sia AAiMy avente due vertici A, Ai in linea retta col 
centro 0 della conica (ellisse od iperbole, fig. 176'^); onde il polo 
del lato AAi sarà il punto airinfinito, comune alle corde bisecate 
dal diametro AAi. Il suddetto teorema dà: 

Le rette condotte da due punti reciproci P, F ai ter- 
mini AyAi del diametro; il cui conjugato è parallelo alla 
PF, concorrono sulla conica. 

a) Le coppie di punti reciproci, analoghi a PP, che suppor- 
remo presi nel diametro conjugato ad AAiy formano un’involuzione 
(N° 220), il cui punto centrale è il centro 0 della conica. Se questa 
involuzione ha due elementi doppi P, Pi, questi sono punti della 
curva, la quale è per conseguenza un’ellisse. Se l’involuzione non 
ha punti doppi, la conica è un’iperbole (N® 212); allora si pos- 
sono trovare due punti P, P|, conjugati nell’ involuzione, epperò 
reciproci rispetto alla conica, i quali abbiano per punto di mezzo 0 
(N® 96, 6). E nell’un caso e nell’altro, per grandezza del diametro 
conjugato ad A Ai s’intende il segmento PP, (N‘ 218, 6, 223). 

Per l’ellisse si ha (N® 223) 

OP . OP' = cost.« = OB*= OP,\ 

e per l’iperbole 

OP.OF = così * == OP . OP, = — OP” — ÓP,*. 

b) 11 teorema snesiiosto ci dà pertanto un modo di risolvere il problema ; 

Costruire per punii la conica della qn.jle siano dati in grandezza e posi- 
zione due diametri conjugati AA^, BB\. 

Nel caso deirdlissc (fig. 176", a) i quallro punti AA^BB^ appartengono 
alla curva; nel caso dell’iperbole (fig. 176", b), sia ^^4, il diametro che sega 
la conica. 


(’) Delahirc, /. c., Ili, 21. 
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Nel diametro DB^ coslruiscansi più coppie di punii PP' conjiigati neiriii- 
voluzione che ha in 0 il punto centrale, e BB^ per punii doppi nel 1® caso, 
ovvero BB^ per punii conjugati nel 2". 1 raggi AP, A^P' (come pure ì raggi 
i4jP, .4P’) si segheranno sulla curva. 

c) Lo OX, OX' condotte por 0 parallelamente alle AP, AP' 
sono due diametri conjugati (N® 215). I diametri conjngati for- 
mano un’ involuzione (N® 225), epperò anche le coppie di punti 
analoghe ad XX' (ove i diametri incontrano la tangente in A) 
costituiscono uu’involuziono, il cui punto centrale è A, perchè OA 
e la OB, parallela ad AX, sono due*diametri conjugati. Se la co- 
nica è un’iperbole, Tinvoluziono de’ diametri conjugati ha due raggi 
doppi, che sono gli assiutoti; dunque, i punti K, X,, ove AX in- 
contra gli assiutoti, sono i punti doppi dell’involuzione XX'.... 

Nellu figura (176® t>) ò sognalo un solo ilei punii KK^. 

d) Dai triangoli uguali OPA, AXO si ha ^X = — OP; e dai 
triangoli uguali OP'Aì, AX'O si ha del pari AX' == OP (^). Ma 
(a) si ha OP . OP' — + Ub\ dunque AX , AX' — ^ UB\ ossia : 

II* rettangolo de’ segmenti che due diametri conjugati 
determinano sopra una tangente fi^sa, a partire dal 
punto di contatto, è costantemente uguale ^1 quadrato 
{^OB) del semidiametro parallelo alla tangente fissa. 

c) Nel caso deH’iperbole, i punti K, X, sono gli elementi doppi 
deU’involuzione nella quale è il punto centrale e XX' due punti 
' conjugati ; dunque AX . AX' — AK* — OB , epperò AK—OB. 
Ciò significa che la figura OAKB è un parallelogrammo; ossia: 

-Se si costruisce un parallelogrammo su due semidia- 
metri conjugati dell’iperbole, una delle diagonali è un 
assintoto, e l’altra diagonale è parallela al secondo as- 
sintoto (2). 

Che l’altra diagonale AB sia parallela al secondo assintoto ri- 
sulta dal segare colla il fascio armonico (N® 225) formato dai 
due assintoti o dai due diametri conjugati OA, OB. Siccome la 
sezione di un assintoto ò il punto di mezzo di AB, così la sezione 
dell’altro sarà all’infiuito (N® 51). 

(*) Per rendersi conto de’ segni, basta osservare che nel caso dell' ellisse OP,OP' 
hanno lo stesso senso, mentre AX, AX' hanno sensi opposti; nel caso deU’iperbole 
OP ed OP' sono opposti, AX ed AX' sono nello stesso senso. 

(•) Apollonio, /. c., Il, 

il CasMOMA, Elem, di Geom. projett. 
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f) Sia X, il punto il cui diametro OX incontra la tangente in 
X,. Siccome OX\ OX, sono (c) due rotte reciproche passanti per 
un punto della AA^y corda di contatto delle tangenti AXy ^,X,, 
così (N® 204) la congiungente X'X, sarà una tangente della conica. 

11 punto di contatto di questa tangente è ilf, punto comune allo 
APy A, F (N® 244). 

g) Osserviamo ancora che X'X, è una diagonale del parallelo- 
grammo contenuto dalle tangenti in Ay A\ e dalle parallelo ad 
AA\ tirato per P, F; al quale risultato si giungo anche colla 
considerazione seguente. I punti di un diametro hanno per polari 
le parallelo al diametro conjugato (N® 212); dunque, essendo P,F 
due punti reciproci, condotto por ossi le parallele ad AA ^ , la prima 
sarà la polare di P', la seconda la polare di P; epperò esse pa- 
rallele sono anche rette reciproche. Se ora applichiamo il teorema 
del N® 204 a queste retto reciproche ed alle due tangenti m A, A^y 
otteniamo la seguente proprietà: 

So in un parallelogrammo duo lati opposti sono tan- 
genti alla conica, e gli altri due lati sono rette reci- 
proche parallele al diametro conjugato a quelle tangenti, 
le diagonali sono pur esse tangenti alla conica. 

h) Si ha così la seguente soluzione del problema: 

Costruire per langenli la conica della quale siano dati in grandezza c po- 
sizione due diametri conjugati AA^y fìB^. 

Supposto essere il diametro che non sega la conica, allorché questa 
è un’iperbole, si determini in esso una coppia di punii P, P' conjugati nell’in- 
voluzione che ha il punto centrale in 0 (centro delia curva), e BB^ per punti 
doppi nel caso deU’ellisse, o per punti conjugati nel caso deU’ipcrbole. Con- 
dotte per A , A^ \e parallele a BB^ c per P, P' le parallele ad AAì, le dia- 
gonali del parallelogrammo risultante saranno tangenti della conica cercala. 

k) I segmenti AXy ^,X, sono uguali ed opposti; ma si è veduto 
(<i) essere AX . AX' = '^ OB^y dunque AX , Ai Xi=± OJIP] 
vale a dire: 

Il rettangolo de’ segmenti che una tangente variabile 
(X'X,) fa su due tangenti parallele fisse, a partire dai 
loro punti di contatto, ò costantemente uguale al qua- 
drato (±Oi?2) del semidiametro parallelo alle tangenti 
fisse Ò)- 

(*) Cfr. N® 123. 
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i) Siccome la retta OB divide per metà la striscia compresa 
fra le AX, j4,X|, così i segmenti che lo AM, A^M determi- 
nano risp. sulle A^X^ , AX (a partire da A,, A) sono doppi di 
OP, OF. Ma pel teorema a), si ha OP. OP'=cost.'; dunque: 

Le rette condotte dagli estremi di un diametro dato ad 
un punto qualunque della conica determinano sulle tan- 
genti conjugate al diametro due segmenti (a partire dai 
punti di contatto), il cui prodotto è costante (*). 

0 Siccome (N- 216) il punto X è quello in cui la tangente in 
A è incontrata dalla tangente parallela ad X'X,, così l’enunciato 
[k) può anche esprimersi così: 

Il rettangolo de’ segmenti (^X, ^X') che due tangenti 
parallele variabili fanno su di una tangente fissa, è co- 
stantemente uguale al quadrato (±07P) del semidiame- 
tro parallelo alla tangente fissa. 

m) Il teorema del N“ 244 serve anche a risolvere il problema : 

Di una conica sono dati due punii A,Af estremi di un diametro, un 
terzo punto il, c la direzione del diametro cniijiigalo ad AAf ; trovare la 
grandezza del secondo diametro. 

Conducasi per 0, punto di mezzo di AAf, il diametro del quale è data 
la direzione, e questo si tagli colle coiigiuiigenti Ail,A^il ne’ punti P, P'; 
indi si prenda OB media proporzionale fra OP, OP': sarà OB la metà della 
grandezza cercala. 

n) Il teorema d) dà una costruzione delle coppie dei diametri conjugali, 
ed in particolare degli assi di un’ellisse, della quale siano dati in grandezza e 
direzione due semidiametri conjugali OA,OB (fig. ÌT!*). Conilotta per 4 la 
parallela ad OB, questa sarà la tangente in A , e due diametri conjiigati 
qiialisivogliiino la incontreranno in due [luiiti X, .V, tali die si avrà 
/t-V.-dTiz; — OB^. Dunque se nella normale in .4 si prendono due seg- 
menti -4C. AD uguali ad OB, ogni circolo descritto per C e D taglierà la 
suddetta laiigenle in due punti .V, A" dolali di quella proprietà, cioè in due 
punti die uniti ad 0 dàiino le direzioni di due diamriri conjugali. Se il 
circolo si fa passare per 0, l’angolo XOX sarà retto, epperò OX, O.V sa- 
ranno le direzioni degli assi (2). 

245. Per lo estremità A, A' (fig. 178*) di due semidiametri con- 
jugati OA , OA' di una conica si conducano, in una direzione arbi- 

(') Apollonio, l. c., lib. Ili, 53. 

1*1 Cfr. Crasles, Aperfu hùt., p. 45 e 362; Sectìont conigues, N* 205. 
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traria, duo corde parallele AB, AB (>).Per costruire i punti B, B, 
basta congiungere i poli di detto corde; la congiungente sarà il 
diametro OX che contiene i punti di mezzo delle corde medesime. 

Sia OX' il diametro conjugato ad OX, cioò il diametro paral- 
lelo alle corde AB, AB. I gruppi di quattro raggi O(XX'AB), 
O(X'XAB) sono armonici (N“ 51), epperò projettivi; dunque le 
coppie di raggi 0(XX'. XX' . i?B') sono in involuzione (X° 94). 
Ma le coppie 0(A'X' . XX') determinano l'involuzione de’ diametri 
conjugati {N‘ 9S, 225), dunque anche OB, OB' sono due semidia- 
metri coujugati. Ossia: 

Se dai termini X, X' di due semidiametri coujugati si 
tirano duo cordo parallelo AB, AB', i punti B,B sa- 
ranno termini di altri due semidiametri conjugati. 

Due diametri XX, BB determinano quattro corde AB che sono 
i lati di un parallelogrammo (A‘ 194, 21.j).'I diametri risp. con- 
jugati X'X', B'B' dànno in ugual modo un altro parallelogrammo, 
i cui lati sono paralleli a quelli del primo; cioè ogni corda XJ? è 
parallela a due cordo X’ii'enon parallela a due altre corde AB'. 

a) Siano li, K i punti in cui X7tè incontrata dalle OA,OB\ 
il semidiametro OX, che divide per metà AB, passerà anche pel 
punto di mezzo di HK, cioò X.fied //A' hanno lo stesso punto di 
mezzo; dunque AH— KB ed AK—IIB. 1 triangoli OAH, OBK 
sono perciò equivalenti ('-); e così pure i triangoli AHB', BKA; 
opperò anche i triangoli OAB, OAB. Ossia: 

Il parallelogrammo costruito su due semidiametri (OX, 
OB) è equivalente al parallelogrammo costruito sui duo 
semidiametri risp. coujugati. 

In modo analogo si dimostra l’ equivalenza de’ triangoli OAB, 
OAB. 

Per la medesima ragione sono equivalenti i triangoli AKA' 
e BHB', ed i triangoli OXAT ed OBH, epperò anche i triangoli 
OAA, OBB' ; ossia : 

Il parallelogrammo costruito su duo semidiametri con- 
jugati ha un’area costante (®). 


(b VI taso i-he la c-onifa sia iin’ijicrbole , se .4 è un punto della curva, A' sarà 
l’estremo di un diametro ideale, definito come ai N‘ 218 b), 223. In questo caso anche 
A'B' sarà una curda ideale. 

(•) liAiTsiii, nianim., p. lOt. (‘) Apouomo, l. c., lib. VII, 31, 32. 
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h) Siano M, N i punti di mezzo delle curde non parallele AB, 
A'B. Siccome 215) AB, AB' hanno le direzioni di due dia- 
metri conjiigati, e siccome ON ò il diametro conjugato alla corda 
A'B, così sarà OxV parallela ad AB', e similmente sono parallele 
le OM, AB', gli angoli DMA, OKA sono perciò uguali o sup- 
plementari ; e siccome i triangoli DMA , ONA sono equivalenti , 
perchè metà de’ triangoli equivalenti OAB, OAB’, così si avrà 
l’uguaglianza 


OM . AM= ± ON . NA (i). 

Projettinsi ora (lìg. 178*, a o h) i punti AMBA'NB dal punto 
aH’infinito di OB sulla BB. Il rapporto dei segmenti paralleli 
AM ed ON, OM od NA è uguale a quello delle loro projezìoni; 
così che dall’ uguaglianza suesposta si dedurrà che il rettangolo 
delle projezioni di OM, AM è uguale al rettangolo dello proje- 
zioni di ON, NA. Siccome i raggi projettanti sono paralleli ad 
OB, così le projezioni di OM, MA sono entrambe uguali alla 
metà della projezionc di BA, ossia a quella di OA. Essendo Nìì 
punto medio di AB, la projezione di ON sarà la semisomma delle 
projezioni di OA, OB' ; e la projezione di NA sarà metà della 
projezione di AB', cioè la semidifferenza delle projezioni di OA, 
OB'. Epperò si ha 

(proj. 0 ^ 2 ) + proj^ p^oj. {OB — ÒA) 

ossia 

(proj. OA')- ± (proj. OA)^ = (proj. OB'y\ 

c) Analogamente, so si projottassero quo’ medesimi punti su OB, 
mediante raggi paralleli ad OB (fig. 178*, c), si otterrebbe 

• (proj. Oyl)2 + (proj. OA)- = (proj. OB)'^: ' 

Vale a dire: 

Se due semidiametri conjugati qualisivogliano si pro- 
jettano sopra un diametro fisso', mediante raggi paral- 
leli al diametro conjugato a quest’ultimo, la somma (per 

(*) Il (loppio sogno, ragionalo dalla direzione relativa de’ segmenti OM, e de’ 
segmenti ON, AM, corrisponde al caso deirdlisse (fig. 178?, a) ed a quello dcH’iper- 
bole (fig. 178* b e c). 
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l’ellisse) 0 la differenza (per l’iperbole) dei quadrati 
delle projezioni è costantemente uguale al quadrato 
del semidiametro fisso. 

La somma dei quadrati delle projezioni ortogonali di un segmento 
sopra due rette fra loro perpendicolari è ugnalo al quadrato del 
segmento, in virtù del teorema pitagorico (*); dunque, se due dia- 
metri conjugati si projettano ortogonalmente suH’uno e sull’altro 
asse della conica, e so si fa la somma dei quadrati dello proje- 
zioni di ciascun diametro sui duo assi, si ottiene il teorema: 

La somma (per l’ellisse) o la differenza (per l’iper- 
bole) dei quadrati di due semidiametri conjugati quali- 
sivogliano è costante, cioè sempre uguale alla somma 
dei quadrati dei semiassi (2). 

246. I lati BC, CA, AB di un triangolo (fig. 179*) seghino 
una conica nelle coppie di punti DD", B'JE', B'I'. Considerando il 
triangolo anzidetto, i cui lati incontrano lo trasversali DE, D'E' 
ne’ punti DB', EE', GG', si hanno pel teorema di Menelao 
(N' 104, b) le uguaglianze: 

d^' — ì 

CD ■ AE ' BG~ ' CD' ' AB ' BG' 

H quadrangolo DEE'D' è inscritto nella conica; la trasversale 
AB taglia i suoi lati opposti e la conica in tre coppie di punti 
AB, GG', FF, che sono in involuzione, pel teorema di Desak9ues 
(N” 143) ; dunque si avrà (N“ 94) l’ugoaglianza di rapporti anar- 
monici (ABFG) = {BAF'G'), dalhi quale (A BFG) — {ABG'F), 
ossia (ABFG) : {ABG'F') = 1 , che è quanto dire 

AF . AB . AG . AG' . 
BF.BB'BG.BG' 

Questa uguaglianza e le prime due, moltiplicate fra loro, d<ànno la: 

... BD.BD' CE. CE' AF . AF . 

^ ^ CD . CD' ' AE . AE' ’ BF . BF 

relazione esprimente un celebre teorema dovuto a Cabnot (3). 

(') Ualtzer, Pìanim., lOi. (•) Apollujiio, l. e., lib. VII, 12, 13, 22, 25. 

(') Géomitrie de position, p. 437. 


Digitized by Google 



167 

a) Viceversa, so sui lati BC, CA,AB si hanno tre coppie di 
punti Bl/j EE\ FFj o so i segmenti da ossi determinati insieme 
coi vertici soddisfanno alla relazione (1), questi sei punti appar- 
terranno ad una stessa conica. Infatti , descrivasi la conica deter- 
minata dai cinque punti BUEE'F, e sia F" il punto in coi essa 
segherà, di nuovo AB. Avremo allora, in virtù del teorema di 
Carnot, una relazione che differirà dalla (1) in ciò che il punto 
F sarà surrogato da F". Questa relazione confrontata colla (1) 
dà AF : BF AF" : BF% donde {ABFF')^1, ossia 
{F'FBA) = Ì; dunque (N« 57, e) F ed F coincidono. 

b) Se il punto A si allontana aUmfinito (fig. 180“), i rapporti 
AF: AE^ AF' : AE' tendono verso Tunità; perciò l’equazione (1) 
diviene in questo caso 

.. BB.BJy CE.CE'_. 

CI). CU ' BF.'BF 

Conducasi parallelamente a BC una retta che seghi CEE' in Q 
e la conica in PF ; la forinola procedente applicata alle trasver- 
sali DD', PF, darà 

QE . QE’ CD . CD' _ . 

CE.CE' ' QP.QP' ' 

e moltiplicando fra loro le ultime due equazioni, 

BD .BD'QP. QP 
BF : BF QE . QE ’ 

vale a dire: 

Se per un punto qualsivoglia (Q) si conducono ad una 
conica due trasversali in direzioni date, il rapporto dei 
prodotti dei segmenti {QP.QP :QE.QE) che la curva fa 
su di esse, a partire dal loro punto comune, è costante (^). 

c) So nella forinola (2) si suppone che la conica sia un’iper- 
bole, e invece di BC si assuma un suo assintoto HK, il rapporto 
BD . HU : KD . KU avrà il valore 1 , epperò 

JTF.HF' = KE.KE', 

{*) Apollonio, le ., lib. Ili, 16-23. — Desargues, /. c., p. 202. — Delahire, l c ., V, 
IO, 12. 
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Se per un punto qualunque H (ossia H') di un assintoto si 
conduce una trasversale in direzione data a segare l’iperbole in due 
punti F,F' (ossia D, D'), il rettangolo de’ segmenti JIF . HF 
(ossia ir J) . Il' //) ò costauto. 

Se il diametro parallelo alla direziono data FI' 1) incontra la curva 
in due punti S, S, c sia 0 il centro, avremo 

III) . IfT)'=OS . 01^ .= — 

Se il diametro OT parallelo alla direzione .data BF non sega 
la curva, si potrù. condurre una tangente parallela ad esso: e pre- 
sane la porzione compresa fra l’assintoto e il punto di contatto, il 
quadrato di questa porzione sarà uguale a IIF . UF', appunto in 
virtù deirattuale teorema. Ma quella porzione è ugnale al semi- 
diametro parallelo OT (N® 244, e), dunque HF. HF' = ÒT*. Ossia: 

So una retta sega l’iperbole in F, F' (in 7), I)') ed un 
assintoto in H (in H') il prodotta HF.HF' (il prodotto 
H'H .ITT)’) ò uguale a + il quadrato del semidiametro OT 
{OS) parallelo alla segante; valendo il segno + o il 
segno — , secondo che la curva ha o non ha tangenti 
parallele alla segante. 

(1) Se la segante incontra l’altro assintoto in L (in jL'), avremo 
(N“ 151) HF' = FL (ossia ITD'==DL ), epperò anche 

FH.FL=—'Òf (ossia DII . DL' =^Ó~S); cioè: 

So una retta condotta da un punto F' (I)) dell’ iper- 
bole sega gli assintoti in H, L (in IT , i'), il prodotto 
FH . FL{DIT . DL') è uguale a ~ il quadrato del semi- 
diametro parallelo alla segante (— o secondo cho la 
curva abbia o non abbia tangeuti parallele alla segante). 

e) Di qtii si Irne una nianiorn di costruire gli assi di un'iperbole, della 
quale siano dati in grandezza e direzione due seniidiamelri conjiigati OF. OT 
(fig. 181"). S’incominci dal costruire gli assintoti. A quesl’uopo, se OF è 
il diametro che deve segare la curva, tirisi per F la p.iralbda ad OT; e.ssa 
sarà la tangente in F; e prese nella medesima le parli FP, QF ugnali ad 
OT, saranno OP,OQ gli assintoti (N“ 244-, c). Ora, per ollenere le direzioni 
O.V, OV degli assi, basterà trovare le bissellrici degli angoli drgli assintoti, 
ossia i line rag;:i conjngali ortogonali dell’ iuvuluzioue i cui raggi doppi 
sono OPy OQ (N‘ 225, 226). 
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Per F guidisi la parallela ad OX , sino a segare gli assintoli in B,B'; 
facciasi in OX il segnienlo OS medio proporzionale fra FB, FB'\ sarà 05 
la grandezza del semiasse dìretio secondo O.V, il quale segherà o no la 
curva, secondo che i segmeiilì FB, FB' hanno lo slesso senso o sensi op- 
posti. Da ultimo, costruito il parallelogrammo, un lato del quale sia 05, un 
altro lato sia diretto secondo OTe una diagonale secondo un assintoto, il lato 
OR sarà la grandezza dell’asse diretto secondo OY (N' e). 

f) Nel piano di un triangolo ABC ahbiansi due punti 0, 0'; le 0/1, OB^OC 
incontrino risp. i lati opposti BC,CA^AB, in D,E, F\ avremo pel teorema 
di Ceva (N° 104, a) : 

BD CE^ 

cd'ae’bf~ 

Similmente, se le O’Aj O'B, O'C incontrano i lati opposti in 0', E', F, si avrà 

BD' CE’ AF_ , 

CD' ' AE' ' BF~ 

Moltiplicando fra loro queste due equazioni, si ottiene la (I); dunque: 

Se da due punti arbitrari si projcttano i vertici di un triangolo risp. sui 
lati ofiposli, si ottengono sei punti, pei quali passa una conica. 

Per esempio : i punti di mezzo dei lati di un triangolo e i piedi delle 
perpendicolari abbassate dai vertici opposti sui lati stessi sono sei punti di 
una conica (•). 

247. Problema. — Costruire una conica che passi per tre punti dati 
ABC e rispetto alla quale siano reciproci i punti conjugati dì un’involuzione 
data in una retta u (fìg. 182*). 

Le rette AB^AC incontrino u in /), E, i conjugati dei quali, nell’ invo- 
luzione data, siano D', E'. Sia poi D' il putito separato armonicamente da 
D mediante i4 e ed E" il punto armonicamente separato da E mediante 
A c C. Allora, essendo D reciproco sì a /)’, si a J5", sarà D'D" la polare 
di D\ e similmente E'E" sarà la polare di E. 

Conducansi le BE, CD sino a segare risp. le E'E’"^ D'D" in punti Eq. Dq 
che saranno reciproci il primo ad E, il secondo a D. Perciò, se si costrui- 
ranno i punti F, C in modo che i gruppi BB'EEQy CC'DDq siano armonici, 
i punti B'^C apparterranno alla curva domandala. 

Nella figura le coppie FF, GG' sono quelle che individuano in « la data 
involuzione di punti reciproci. 

248. Problema. — Costruire la conica che passa per quattro punti 
dati QBST e che divide armonicamente un dato segmento MS (fig. ISS"'). 

La retta MN seghi le coiqiie di lati opposti del quadrangolo QRST in 
A ed A\ B e B'. Se la conica cercata incontra la MN in due punti, questi 

(’) Che è un cerchio. Cff. Steinkr nel t. XIX degli Anmles de Mathématiques 
(Montpellier 1828), p. 42. 


no 

formeranno una coppia ileirinvoluzione delerminala da AA', BB' (N“ 14-3). 
Per consepuenza, se l’involuzione i cui punti doppi sono ,WJV e l' involu- 
zione determinala dalle coppie AA' . BB' hanno una coppia comune PP, 
la conica cercala passerà per ciascuno de’ punti P, P' (N* 96 a, 164). 

Per costruire questi punti, si descriva un cerchio ad arbitrio (N" 164), 
e da un punto 0 di esso si projeilino sulla circonferenzi i punti AA'BB'MN 
in ('). Se Vè il punto comune alle A^A^, e se B è 

il punto comune alle tangenti in A‘j, le rette per B e le retto per F 
determinano sulla circonferenza, c quindi (mediante projezione da 0) sulla 
retta UN le coppie di punti conjngati dell'uiia e dell'altra involuzione. Tirala 
la UV, se questa incontra il cerchio in due punti, projeltando questi da 
0, si avranno i punti cercali P, P’. 

Sia W il polo della UV rispetto al cerchio. Ogni retta per VV, la quale 
seghi il cerchio, determina su di questo e qtiimli sulla MN due punti se- 
parali armonicamente mediante PP’, cioè due punti reciproci rispetto alla 
conica cercala. Dunque, se la UV non sega il cerchio, onde non si pos- 
sano cosiruire i punti PP', tireremo per VV due rette a segare il cerchio; 
projellercmo da 0 i punti d’intersezione sulla UN, ed ivi otterremo due 
coppie di punti, che individueranno l'involuzione de’ punti reciproci rispetto 
alla conica. Il problema sarà cosi ridotto a quello che è trattato nel N* 
precedente. 

249. Problema. — Costruire la conica che passa per quattro punii 
dati QBST e per due punti conjugati (non dati) di un'involuzione data io 
una retta u. 

Questo problema è analogo al precedente; giacché si tratta di costruire la 
coppia di punti conjugati comune aH’involuzione data e a quella che è de- 
lerminala in II dalle pajn di lati opposti del quadrangolo QBST (N° 143). La 
coppia cercala esi>te realmente, se l’involuzione data non ha punti doppi; e i 
punti che la costituiscono appartengono alla conica cercata. Se l’involuzione 
data ha due punti doppi M, N, il problema attuale coincide assolutamente 
con quello del N° 248. 

Questo problema c i due che precedono ammettono evidentemente una 
soluzione unica. 

250. Si consideri un’iperbole i cui assintoti .siano ortogonali 
(fig. 184*). Siccome gli assintoti separano armonicamente due dia- 
metri conjugati qiialisivogliano (N° 225), così gli angoli dei due 
diametri conjugati avranno gli assintoti per bissettrici (N° 52). 
Ma i due semidiametri conjugati sono i lati di un parallelogrammo 
le cui diagonali hanno le direzioni degli assintoti (N° 244, e); 
questo parallelogrammo sarà adunque un rombo, vale a dire, ogni 

(') Vedi la prima .Nola a piè della pagina lOU. 
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diametro è uguale al suo coniugato. Per questa pro- 
prietà, Ti perbole nel caso che si considera dicesi equilatera (i). 

a) Siccome le rette condotte da un punto qualunque M della 
curva ai termini P, P' di un diametro hanno le direzioni di due 
diametri conjugati (N** 215), così sono uguali (e di senso opposto) 
gli angoli che le Pilf, PM fanno con ciascun assintoto. Se i 
punti P, F restano fissi, mentre M percorra la curva, i raggi Pilf, 
FM descrivono due fasci inversamente uguali (N® 80, l). 

h) Viceversa, i raggi corrispondenti di due fasci inversamente 
uguali si segano in punti il cui luogo è un’iperbole equilatera. 
Che questo luogo debba essere una conica, risulta dall’essere i due 
fasci projettivi (N® 78). Ciascuno di questi ha due raggi fra loro per- 
pendicolari, i quali sono ordinatamente paralleli Jii corrispondenti 
dell’altro fascio (N®80, ò); dunque la- conica ha due punti all’infi- 
nito, situati in due direzioni ortogonali ; vale a dire, essa è un’iper- 
bole equilatera. I centri P, P' de’ due fasci sono i termini di un 
diametro; infatti la tangente in P è il raggio corrispondente alla 
P'P riguardata come raggio p' del 2'* fascio; e la tangente q in 
F corrisponde alla PF considerata come raggio q del 1® fascio 
(N® 114, a). Ma gli angoli pq^p’i devono essere ugnali ed op- 
posti; dunque, essendo y e g una sola e medesima retta, le p^ q 
sono parallele. 

c) I vertici di un triangolo ABC,ed il punto D comune alle sue 
altezze sono i vertici di un quadrangolo completo, nel quale ciascun 
lato è perpendicolare al suo opposto, ed i cui sei lati determinano 
sulla retta all’infinito tre coppie di punti che da un punto arbitrario 
Ssì projettano mediante tre coppie di rette ortogonali. Queste tre cop- 
pie appartengono dunque ad un’involuzione, nella quale ogni raggio 
è perpendicolare al suo conjugato (N‘ 101 a sinistra, 95, 163). 

Ma quest’involuzione di raggi projetta da S qucH’ìnvoluzione di 
punti che, in virtù del teorema di Desaroues (N® 143), è segnata 
sulla retta all’infinito dallo coppie di lati opposti del quadrangolo 
e dalle conich 9 (iperboli (^) ) ad essi circoscritte. Dunque le coppie 
di raggi conjugati della prima involuzione dànno le direzioni degli 
assintoti di queste coniche ; ossia : 

(*) Apollonio, /. c., lib. VII, 21. — Dklahire, l . c., V, 13. 

(*) Nessuna ellisse, nè alcuna parabola è circoscritta al quadrangolo in discorso 
(N* 170, a). 
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Tutte le coniche passanti pei vertici e pel concorso 
(lolle altezze di un triangolo sono iperboli equilatere. 

d) Viceversa, so per tre vertici ABC di un triangolo si descrive 
una iperbole equilatera, ossa passerà necessariamente anche pel 
punto I) comune alle altezze. Infatti, s’imagini un’altra iperbole 
determinata (N“ 125) dai quattro punti ABCB a uno de’ punti 
all’infinito della iperbole data ; essa sarà equilatera in virtù del teo- 
rema che precede, epperù passerà anche pel secondo punto all’in- 
finito della data. Lo due iperboli hanno così cinque punti comuni 
(A, B,Ce duo punti aU’infinito), dunque esse coincidono (N'“116,b), 
c.d. d. Dunque: 

In ogni triangolo inscritto in un’iperbole equilatera, 
il punto comune allo altezze è situato nella curva. 

e) Se il punto D s’accosta infinitamente ad A , cioè se l’angolo 
BAC divien retto, no risulta: 

In ogni triangolo rettangolo EFO (fig. 184*) inscritto 
in un’iperbole equilatera, la tangente al vertice E dol- 
l’angolo retto è perpendicolare all’ipotenusa. 

f) Per quattro punti dati QBST passa una ed una sola iper- 
bole equilatera (N“ 249). Il punto comune alle altezze in uno 
qualunque de’ triangoli QRS, EST, STQ, QET appartiene alla 
curva (*). 

251. Abbiasi una conica, un pifnto S e la sua polare «. Una retta per 
S incontri la conica in A, A'. Se si vuol costruire la figura omologica alla 
conica data (N° 18). assumendo S come centro d’omologia, t come asse 
d’omologia, e come punto corrispondente ad j4, ogni altro punto B' cor- 
rispondente ad un punto D della conica sarà situalo nella conica medesima. 
Infilti, se AB incontra < in P, il punto fi’ comune ad SB, A'Pè un punto 
della curva (N° 186). Dunque la curva omologica alla data sarà la data mede- 
sima. Due |iunti (o due rette) corrispondenti sono separati armonicamente 
mediante S ed a (2). 

Alla retta all’infinito corrisponderà adunque la retta j parallela ad a ed 
equidistante da a e da S\ ed i punti in cui j incontra la conica corrispon- 
deranno ai punti all’infinito della conica medesima. 


(') Teoremi di Brianciion e Poncelet in una memoria inserita nel I. XI degli Annalet 
de ilatliématiques fMontpellier 1824), e riprodotta nel t,2* fp. 50i) delle /4pp/«;a/iona 
d' nnalyse et de gèométrie di Poncelet (Paris 486i). 

Questa è la così della omologia arnionica; cfr. Beuavitis, Saggio di Geo- 
metria derivala (voi. 6 dei Nuovi Saggi dell’Accademia di Padova, 1838), S fid- 
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Di qui si cava una regola assai semplice per conoscere se un arco dalo 
di conica, piccolo quanto si voglia, appartenga ad un’ellisse, ad una para- 
bola 0 ad un’iperbole. Nell’arco si tiri una corda s e si costruisca il polo 
S; indi si conduca la j parallela ad s ed equidistante da 5 e da s. Se j non 
incontra l’arco, questo appartiene ad un’ellisse (lìg. 185*, a). Sej tocca l’arco 
in un punto J, l’arco appartiene ad una parabola, della quale SJ sarà un 
diametro (fig. 185*, i»); finalmente, se; sega l’arco in due punti Jf, J 2 
(fig. 185*, c), la curva sarà un’iperbole, avente gli assintoti paralleli ad 
SJ 2 (^). 

252. Problema. — Dati di posizione due diametri conjugali, ed inoltre 
una tangente a il punto di contatto, costruire la curva (fig. 186*). 

La tangente data incontri in P, Q i diametri dati, il cui punto comune 
sia 0. Projeltisi il punto di contatto M in P' sulla OP mediante una paral- 
lela ad 00, e in Q' sulla OQ mediante una parallela ad OP. Ogni punto 
di OP è polo di una retta parallela ad OQ; inoltre P^M sono punti reci- 
proci, giaccliò la polare di 3/, che è la tangente, passa per P. Dunque la 
polare di P è MP\ epperò anche P, P' sono punti reciproci. Allora facciasi 
OA — 0/1' media proporzionale fra OP ed OP', e sarà AA’ la grandezza 
del diametro diretto secondo OP(N“2l8,a). Siniilmente,si avrà la grandezza 
BB' dell’altro diametro, prendendo OB—OB’ mcdh proporzionale fra OQ, OQ'. 

Se i punti P, P' cadono da una stessa parte rispetto ad 0, l'involuzione 
de’ punti reciproci ha due punti doppi A, A' (N“98), cioè il diametro OP sega 
la cnrva. Se invece’O è fra P, P', Tinvoluzione non ha punti doppi, il dia- 
metro non incontra la curva. In questo caso. A, A' sono due punti reci- 
proci che equidistanno da 0. 

La figura presenta due casi: quello deH’ellisse (a) e quello dell’iperbole (6). 

253. Problema. — Date di posizione due coppie di diametri conjugati 
a ed a, b e b\ ed inoltre un punto 3/, costruire la conica. 

1* SoLUZtONE (fig. 187"). — Da M conducasi parallelamente a ciascun 
diametro una corda il cui punto di mezzo cada nel diametro conjugalo. I 
secondi estremi A, A', B, B' delle quattro corde cosi condotte saranno punti 
della conica cercala (N® 206). 

2“ Soluzione (fig. 188*). — S’indichi con c il diametro MOM', e si co- 
struisca il raggio c conjugalo di c neH'involiizione determinala dalle coppie 
aa\bh'; sarà c' il diametro conjugalo di c (N« 225). Per 3/, 3f’ conducansi 
risp. le parallele ad a, a', le quali si segheranno in un punto della curva 
(N°216) ed incontreranno c' in P, P'. Questi punti sono dunque reciproci 
(N’’243); cosi che prendendo in c' due altri punti Q, Q' conjugali neH’invo- 
luzione determinala dalla coppia PP' e dal punto centrale 0, le 3/0, 3f'0' 
si segheranno in un punto della curva. Se poi in c' si fa OS—ON' media 
proporzionale fra OP, OP', saranno N,N'%\\ estremi del diametro c'(N"2l8,a). 


(*) P 0 NCEI.KT, /. C., .N‘ 22'» e 2-26. 
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3* Soluzione. — Dai termini My M' del diametro che passa pel ponto 
dato conducansi le parallele ad a, a, che si segheranno in un punto A della 
curva, e le parallele a ò, b', che sì segheranno in nn altro punto D della 
curva medesima (N" 216). Indi, prolungando AO, BO in A\ B' in modo che sia 
OA'~AO, OB' z^BOy anche A\ B‘ saranno punti della conica cercata 
(N”210). 

254. Problema. — Costruire la conica della quale si conoscano di po- 
sizione due coppie di diametri conjugati aa\ bb' ed una tangente t. 

1* Soluzione. — Si costruisca la tangente t' parallela a t (distante dai 
centro quanto io è t); cunginngendo i punti in cui l, t' segano a, a , si a- 
vranno due altre tangenti uu parallele (N° 216); ed nn terzo pajo vv'sì otterrà 
unendo i punti d’intersezione di /, l' con b,b' (fig. 189*)* 

2* Soluzione. — I diametri conjugati a ed a\bùb‘ incontrino t ne’ punti 
A ed Ay B e Le. coppie di punti AA\ BB' determinano un’involuzione 
il cui punto centrale è il punto di contatto di t (N" 2-Ì4-, c). Cosi il problema 
è ridotto ad uno già risoluto (N* 252). Se rinvoluzione ha punti doppi, con- 
giungcndoli ad 0, si otterranno gli assintoti. 

255. Problema. — Costruire la conica della quale siano dati dì posizione 
due diametri conjugati c, a ed inoltre due punti 3/, N (fig. 190“). 

Siano M'yN' i secondi estremi de’ diametri passanti pei punti dati. Per 
My M' conducansi le MHy M'H parallele ad a, a'; e similmente per iV, N" 
le NKy N'K parallele ad a, a‘. 1 punti H, K apparterranno alla curva da 
costruirsi (N" 216). • 

Problema. — Costruire la conica della quale siano dati dì posizione 
due diametri conjugati 6, 6’ ed inoltre due tangenti* m, n (fig. 191“). 

Costruìscansì le tangenti m' parallela ad m ed n parallela ad n; congiun- 
gansi i punti in cui m, m segano a, a'; e cosi pure i punti in cui n, n 
segano a, a'. Le congiungentì t e t', u ed u' sono altrettante tangenti delia 
curva cercata (N*216). 

256. Problema. — Dati cinque punti di una conica, costruire due dia- 
metri conjugati che comprendano un angolo dato (^). 

Si trovi un diametro AA’ della conica (N® 213); su di esso si de- 
scriva un segmento di cerchio capace dell’ angolo dato, e si cerchino i 
punti in cui la circonferenza sega dì nuovo la conica (N*176, 6i. Se uno 
di questi punti è My le AMy A'M avranno le direzioni di due diametri con- 
jngati. Ma l’angolo AMA' è ugnale al dato; dunque conducendo ì diametri 
paralleli ad AMy A'M, questi risolveranno il quesito. 

Se il segmento descritto è il semicerchio, Patinale costruzione dà gli assi. 

257. Problema. — Costruire la conica rispetto alla quale un dato trian- 
golo Et'G sia conjugato, e un dato punto Psìa il polo di una data retta p (^). 

La retta data p incontri ¥G in un punto A\ la polare di A passerà per 


(*) Delahìrk, /. c., II, 38. 


(*) St.audt, Geometrie dei' Lage, N® 237. 
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E polo di FG e per P polo di p, cjpè sarà la £P; similmente FP, GP 
saranno le polari de' punti B, C in cui p sega GE, EF. Sia A' il punto in 
cui FG è segata dalla EP; saranno FG ed AA' due coppie di punii reci- 
proci, e se rinvulnzione da essi delerniinala lia due punti doppi LL\, questi 
saranno situati nella curva domandata (N° 220). Uguale considerazione vale 
per gli altri due lati del triangolo EFG. 

Se il punto P è interno al triangolo EFG, i punti A, B, C riescono in- 
terni ai lati (fluiti) FG, GE, EF. La retta p può segare due di questi lati 
0 essere tutta esterna al triangolo. Nel 1° caso, nei due lati accennati le 
involuzioni de’ punti reciproci sono entramlie dotate di punti doppi (N " 98, o); 
si avranno cosi quattro punti della curva cercata, e il problema sarà ri- 
dotto a descrivere per quattro punti dati una conica, rispetto alla quale due 
altri punti dati riescano reciproci (N* 248). Nel 2* caso, in ciascun lato 
del triangolo EFG, le due coppie di punti reciproci sono separale l'una 
mediante l'altra, epperó l'involuzione manca di punti doppi (N" 98); in 
questo caso adunque la conica non incontrerebbe alcuno dei lati del triangolo 
conjugato, cioè essa non esiste (N“ 195). 

Se il punto P è esterno al triangolo, uno solo de’tre punti A,B,C riesce, 
interno al lato corrispondente. Se gli altri due lati sono segati internamente 
da p, le involuzioni mancano tutte di punti doppi, cioè la conica non esiste. 
Invece se p sega internamente il primo lato, ovvero se è tutta esterna al 
triangolo, la conica esiste, e si costruisce com’ è detto superiormente. 

In tutti questi casi, cioè, sìa o non sìa la conica reale, esiste il sistema 
polare (N* 238, d), individuato dal triangolo coniugalo EFG, dal punto P 
e dalla retta p. Il problema della costruzione di cotesto sistema è lineare, 
mentre la costruzione della conica fondamentale è di 2" grado. 

258. Problema. — Dato un pentagono ABGDE, costruire la conica, 
rispetto alla quale ciascun vertice è il polo del lato opposto (<). 

Sia F l’intersezione di AB, CD. Se si costruisce (N° 257) la conica K ri- 
spetto alla quale ADF sia un triangolo conjugato ed E il polo di BC, i punti 
B,C ne’ quali BC è segata dalle zi F, Df saranno i poli delle ED,EA, che 
congiungono il punto fi coi punti D,A. Dunque ciascun vertice del peiiLi- 
gono sarà il polo del lato opposto; o.ssia la conica K sarà la domandala. 

Se si costruiscono la conica G che passa pei cinque vertici c la conica 
C’che tocca i cinque lati del pentagono (N" IIG, ò), queste coniche saranno 
polari reciproche rispetto a K (N* 232). 

259. Problema. — Dati in un piano cinque punti A, B, C, D, fi, dei quali 
tre qualunque non siano in una stessa retta, trovare un punto M, tale che il 
fascio M {A . B .C . D . E) sia proiettivo ad un fascio dato abede (fig. 192”). 

Per D tirinsi due rette DD', DE’ in modo che il fascio D{A .B.C.D'. fi') 
sia proiettivo ad abede (N° 66, a destra). Costruiscasi il punto fi' in cui 

(*) Stabdt, l . e., N' 138, 858. 
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incontra la conica determinala dai^qiiallro punti ABCD e òaWa tanj^ente 
DD' (N** 128); e quindi si trovi il punto A/ in cui la stessa conica incontra 
la ££’. Sarà A/ il punto cercato. Infatti, essendo MABCDE' punti di una 
stessa conica, si ha il gruppo M {A.B.C.D.E') projellivo al gruppo 
D [A . B .G . U .E), che è, per costruzione, projetlivo al dato fascio ahede. 
Ma ME' passa per E, dunque il problema è risoluto. 

Si risolva per esercizio anche il problema correlativo : 

Trovare una retta m che incontri cinque rette date aòcde, tre qualunque 
delle quali non concorrano insieme, in cinque punti formanti un gruppo 
projetlivo ad una punteggiata di cinque punti dati ABCDE (9- 

260 . Problema. — Dividere un dato arco circolare AB in tre parli 
uguali 1 ^ 2 ). 

Nella circonferenza data (fig. 193*) prendasi a partire da A un orco 
arbitrario ANy e a partire da , ma in senso opposto, un arco doppio 
BN'. Condotta la tangente BT, gli angoli AONy TBN' sono uguali ed op- 
posti di senso; ossia, se i punti N y N' variano simultaneamente, i raggi 
0:V, BN' generano due fasci inversamente uguali. Il luogo del punto M ad 
essi comune sarà adunque un’iperbole equilatera (N“2.'>0, 6), i cui assin- 
loli hanno le direzioni delle bissellrici S.V, SF degli angoli delle AOy BT: giac- 
ché queste rette sono raggi corrispondenti (sono quelle posizioni de’raggi mo- 
bili ONyBN', per le quali gli archi AN, BN' sotìo nulli). Il centro dell’iper- 
bole è il punto di mezzo della retta 06, congiungeiile i centri de’ due fasci. 

Costruita l’Iperbole per mezzo del teorema di Pascal, si ottiene un punto 
Py ov’essa attraversa l’arco dato AB; ivi coincidono due punti corrispon- 
denti Ny N'y epperò P è il punto cercalo di trisezione dell’arco dato; l’arco 
AP è \a metà di PB. 

L’iperbole incontra la circonferenza in due altri punti B. Q. Il punto jR 
dà la trisezione dell’arco che con AB completa la semicireonferen/a. Il punto 
Q dà la trisezione dell’arco che si ha togliendo AB dalla circonferenza intera. 

261 . Si è veduto (N* 149) che, se P P"Q Q " sono quattro punti dati in 

linea retta e, descritta per P’P' una conica ad arbitrio, le si conduca una 

tangente da Q' ed una tangente da Q", la corda di contatto passa per uno 
de’ punti doppi A/', N' deH’involuzione determinata dalle coppie P P", Q'Q ". 
Le due tangenti da Q' combinale culle due tangenti da Q" danno quattro 
corde di contatto, due delle quali passeranno per A/’, le altre due per N'. 

Di qui si ricava un mt»do di costruire i punti doppi deH’invtduzione P'P”, 
Q'Q" y ossia (N“ 98, a) di trovare due punti A/', N' che dividano armonica- 

raenle due segmenti dati P'P”, Q'Q". Per P'P" descrivasi un cerchio e ad 

esso si tirino le tangenti t', u da Q' e le tangenti t”, u" da Q". La corda di 
contatto delle tangenti t't" e quella delle tangenti t'u" incontreranno la retta 
P'P" ne’ punti cercali A/', N' (fig. 194*). 

(*) Stacdt, i. c.y N* 2G3. 

(*) Chasles, Sections coniqueSy N® .37. — Staudt, Beitràge, N® 432. 
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a) Questa costruzione fu ailoperala da Iìrianchon (*) nella soluzione de' 
due problemi, che noi abbiamo trattato al N* 171. 

1° Costruire una conica della quale siano dati tre punti P, P‘, P" e due 
tangenti q, q. 

Le tangenti date incontrino PP' in Q, Q' e PP" in fi, fi'. Al cerchio de- 
scritto per PP'P" coiiducansi le tangenti da Q, Q' \ le corde di coniano se- 
gheranno f’P' in due punti M, e rondone del pari le tangenti da fi, fi', 
le corde di contatto incontreranno PP" in due altri punti M', S'. Allora 
ciascuna delle conginngenti MM‘, MS', M'N, NN' incontrerà q,q' in due 
punti di contatto fra queste due rette ed una conica circoscritta al trian- 
golo PP'P". 

Questa coslriizione non dllTerisce da quella esposta nel N° 171 (a sinistra) 
che pel modo di trorare i punti doppi MSM'S'. 

2" Costruire una conica della quale siano dati due punti P', P" e tre tan- 
genti q, q', q". 

Le tre tangenti date incontrino P'P" ne’ tre punti Q, Q', Q" (fig. 194*). 
Ad un cerchio arbitrariamenle descritto per P'P' si conducano le tangenti 
da Q, Q', Q"\ le corde di contatto delle tangenti da Q " combinale con quelle 
da Q incontrano P'P" in due punti M, N; e ie corde di conlallo delle tan- 
genti da 0' combinate con quelle da Q' determinano analogamente due 
punti M', S'. 

Per la conica cercata, la corda di contatto delle tangenti qq” passerà adun- 
que per M 0 per A? ; e la corda di contatto delle tangenti q'q" passerà per 
M' 0 per S'. Le quattro combinazioni MM', MS', SM', S.S' dànno le quattro 
soluzioni del problema. 

Il quale è cosi ridotto al seguente: descrivere una conica che tocchi 
tre rette date q, q’, q", in modo che le corde di cotitatto delle latigenli qq", 
q'q" passino risp. per due punti dati M, M'. Indichiamo con OQ'Q" il trian- 
golo rurniain dalle Ire tangenti date, e con A, A', A" i punti di conlallo, 
da determinarsi (fìg. 195*). Per un corollario del teorema di Desargces 
(N" 152), il lato q = Q'Q'' è diviso armonicamente dal punto di contatto ;4 
e dalla corda A'A". Si suppongano projellali questi quattro punti armonici 
da A" su MQ", e ne risulterà che il segmento HQ" della MQ", intercetto 
fra le q, q", è diviso armonicamente da M e dalla A'A". . 

Dunque, tirata la MQ", che seghi q" in fi, trovisi il punto V, che con 
M divida armonicamente PQ". (A quest’uopo tirisi ad arbitrio una retta per 
M a segare q", q in S, T, e si congiunga Q col punto U comune alle SQ", 
TR \ la congiungente inconireià HQ' in V). Tirala la VM', questa incon- 
trerà q, q" in A , A", e la MA" segherà Q'Q' in A. 

262. 'Teorema. — Se due angoli AOS, AOS di grandezza invariabile ruo- 
tano intorno ai rispettivi vertici, in modo che il punto 5 comune a due lati 


(') Briaucbor, l. c., p. 47 e 6t. 

IS Cruora, Elem. di Ctom. proiitt. 
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si conservi sopra una retta fìssa u, Tinlersezione A degli altri due lati de- 
scrive una conica (fìg. 496“). 

Si dimostra immediatamente considerando i fasci projeltivi generali dai 
raggi mobili OA ed OS, OS ed OS, OS ed O'A (N* 36, 82). Questo teo- 
rema fu dato da Newton (<) sotto il nome di descrizione organica 
delle coniche. 

Lo studioso si proponga di dedurne una regola per descrivere una conica 
per cinque punti dati 0, 0', A, B, C\ ossia, dati questi cinque punti, deter- 
minare la grandezza de’duc angoli AOS, A'OS e la retta u, aflìnctiè il luogo 
geometrico risultante sia una conica contenente i cinque punti dati. 

Potrà inoltre esercitarsi nel dimostrare le seguenti proprietà: 

Se sulla retta 00', che unisce i vertici dei due angoli dati , si descrive 
un cerchio capace dì un angolo uguale alla differenza fra quattro retti e 
la somma degli angoli dati, la conica sarà un’iperbole, un’ellisse, o una 
parabola,' secondo che la retta data u seghi il cerchio in due punti, o non 
lo incontri , o gli sia tangente. — Determinare gli assinloli deU’iperbole, 
i diametri della parabola. 

Quand’è che la conica risulta un cerchio? Quando un’iperbole equilatera? 

Trattare il caso in cui gli angoli dati siano supplementari. Allora la conica 
risulta un’iperbole; però, so u ed 00' sono parallele, si ha una parabola 0 . 

263. Teorema. — Se un triangolo varia in modo che i suoi lati girino 
intorno a tre punti dati 0, 0', S, mentre due vertici A, A' percorrono due 
rette fìsse u, u’, il luogo del terzo vertice M è una conica, che passa pei 
punti 0,0', pel punto uu, e pei punti B, C ove u, u segano rispettiva- 
mente O'S, OS. 

264. Teorema (che comprende in sè il precedente come caso partico- 
lare). — Se un poligono varia in modo che i suoi lati girino intorno ad al- 
Irellauli punti fìssi 0^, O 2 , 0^, ... (fìg. 198*), mentre i suoi vertici, meno 
uno, si muovano su rette fìsse U|, t< 2 , « 3 , ..., rullimo vertice descriverà una 
conica; ed anche il punto comune ad ogni coppia di lati non consecutivi 
avrà per luogo geometrico una conica (3). 

Sì dimostri questo teorema ed il suo correlativo (^). 

265. Teorema. — Se due angoli sono circoscrìtti ad una conica, i quattro 
punti di contatto de’ loro lati, ed i loro vertici sono sci punti di un’altra 
conica. 

Sì dimostra, ponendo in evidenza la projetlìvità de’ fasci che projetlano i 
quattro primi punti dai due vertici; al quale uopo si osserva che ì primi 
quattro raggi costituiscono un gruppo projettìvo a quello de’ loro poli rela- 
tivi alla conica data. 

(’) L. c., tib. I, lemma 21. 

(*J Maclai.-rin, Geometria organica (Londini t720), scotio 1*. 

(*; Teorema di Maclauhin e di Braikenridob (Trans, lìl. di Londra, 1738). 

{*) PONCEI.ET, l. c., N® 802, 
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266 . Teoreha (correliilivo del precèdente). Se due angoli sono circoscritti 
ad una conica, i quattro lati e le due corde di contatto sono sei tangenti 
di una stessa conica ('). 

Basta dimostrare clic le due corde tagliano le altre quattro rette in due 
gruppi projettivi di punti; il primo gruppo essendo projeltivo a quello for- 
mate dalle polari relative alla conica data. 

267 . Problemi. — n) Dati tre segmenti >4.4', BB', CC in una medesima 
retta, trovare un punto dal quale si veggano tutti e tre sotto angoli uguali 
(N» 83, d). 

Quand’è clic questi angoli possono essere retti? (Cfr. N“ 98, fc). 

b) Date due. punteggiate projettive sovrapposte, trovare il punto che da un 
punto dato (nella retta data) è separato armonicamente mediante i due punti 
uniti (non dati) (^). 

c) Date due coppie di punti in linea retta, trovare in questa retta un 
quinto punto, tale che il prodotto delle sue distanze dai due punti della 
prima coppia sia al prodotto delle distanze dai punti della seconda coppia 
in un rapporto dato (5). 

d) Per un punto dato condurre una trasversale che determini su due rette 
date, a partire da punti dati, due segmenti il cui rapporto o il cui prodotto 
sia dato (■•). 

268 . Teorema. — Se in ciascuna diagonale d'tin quadrilatero completo 
si prendono due punti che la dividano armonicamente, e se tre de’ sei punii 
cosi presi (uno su ciascuna diagonale) sono in linea retta , anche gli altri 
tre saranno in linea retta. 

Corollario; i tre punti di mezzo delle diagonali di un quadrilatero com- 
pleto sono in linea retta. 

269 . Teorema. — Se un triangolo ABC b inscritto in un cerchio, e se 
da un punto 0 della circonferenza si alihassann sui lati allretlante oblique 
OA', GB', OC, sotto un angolo comune (di grandezza e senso), i piedi >4', 
B', C di queste oblique sono in linea retta (fig. 199"). 

Condotte per 0 le 0.4", GB”, GC" parallele risp. a BC, CA, AB, si di- 
mostra facilmente che gli angoli >40/1", BOB", COC" hanno comuni le bis- 
settrici; quindi la stessa proprietà compete agli angoli .40>4’, BOB', COC. 
Donde segue (N" 106, b) che i lati di questi tre angoli sono accoppiati in 
involuzione; eppcrò (N° 103) i punti A' B' C sono in linea retta (*). 

270 . Teorema. — Dato un triangolo circoscritto ad un cerchio, se dai 
suoi vertici si abbassano sopra una tangente tre oblique, le quali siano vedute 

(’) Chasles, Sectioru eoniques, N' 213, 214. (•) Chasles, Grotti, sup., N“ 269. 

(') Problema della sezione determinata di Apouosio. Cfr. Crasles, Géom. 
sup., N* 281. 

Cj Problemi della sezione di ragione e della sezione di spazio di Apollo- 
rio. Cfr. Cbasles, Gtom. sup., N‘ 296 e 298. 

(•) Cbasles, /. c., N" 586. 
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dal centro sotto angoli uguali fin grandezza e senso), le tre oblique concor- 
rono in uno stesso punto ('). 

Dimostrazione analoga a quella del teorema precedente. 

271 . Un utilissimo esercizio sarà quello di applicare la teoria dei poli 
e delle polari alla risoluzione de* problemi di I»e2ogrado col mezzo della 
sola riga, supposto che sia dato un cerchio (isso ed il suo centro 0. Dia- 
mone alcuni esempi : 

a) Per un punto dato P condurre la parallela ad una retta data e. 

Si trovi il polo E dì e (^) e la polare p di P; sìa A il punto comune alle rette 
p, OE\ la polare a di i4 sarà la retta cercala. 

b) Per un punto dato P condurre la perpendicolare ad una retta data e. 

Conducasi per P la parallela alla 0£; sarà essa la retta cercata. 

c) Dividere un segmento dato AB per melà. 

Siano a, b le polari di i4, P; sia c il diametro che passa pel punto ab; 
la reità d che rende armonico il gruppo abed avrà per polo il punto di 
mezzo di AD. 

d) Dividere per metà un arco MN del cerchio dato. 

Si trovi il polo S della corda A/xY; il diametro che passa per S darà il 

punto medio cercato dell’arco A/iV. 

e) Dividere per melà un angolo dato. 

Condticendo per un punto del cerchio le parallele ai lati dell’angolo dato, 
il problema attuale si riduce al precedente. 

f) Prolungare un segmento AG di una parie uguale CD. 

Siano a, e le polari di i4, 6'; sia d il diametro che passa pel punto ac, 

e c il raggio che rende armonico il gruppo aàcd. 11 raggio c avrà per polo 
il punto cercalo C. 

g) Costruire il cerchio che ba il centro in un punto dato £/, e il raggio 
uguale ad una retta data VA. 

Sì prolunghi AU à\ una parte uguale VB; si conducano in>1,B le per- 
pendicolari ad AB e si divìdano per melà gli angoli rellì Ay B: le bisset- 
trici concorrano in CyD. MIora si risolverà il problema costruendo la conica 
che ha i diametri conjugati AB, CD (N® 244, n). 

(’) Cbasles, l . c ., N* 387. 

Poli e polari rispetto al cerchio dato. 
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ERRATA. 

Pag. 27, linea 16, invece di operazioni leggi proiezioni. 

» 79, la nota (') dev’essere: Mòaius, /. c., N» 278. 

» 87, linea 16, invece di AB" AB' leggi AB'A'B. 

( 4 ) H') 

• 100, » 37, invece di leggi 

■ 102, la nota (') dev’essere: Ueelàvitis, Saggio di geomelna dermata (Nuovi 

Saggi dell'Accademia di Padova, voi. 4°, 18.38), p. 270, nota. 

> 105, linea 30, invece di AB'AB' leggi AB'A'B. 

i> tu, > 27, > uniti > doppi. 

> 156, > 1, • sei • cinque. 
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